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Program Leibniza

Marek KORDOS, Warszawa

Gottfried Friedrich Wilhelm Leibniz (1646-1716) byl i pozostal do dzi§
czlowiekiem zagadkowym. Jego niecodzienne pomysty budzily wiele watpliwosci,
w efekcie ktorych np. jego pisma filozoficzne zostaly opublikowane dopiero

w latach dwudziestych XX wieku. Mimo tego niestychanie wiele z tych
pomystéow bylo — po oddarciu z nich metefizycznej otoczki — wdrozone do
najrézniejszych nauk, z matematyka na czele.

Doskonatym przykladem jest tutaj jego koncepcja rézniczkowania. Leibniz dla
wprowadzenia wygodnych algorytméw wyposazyt kazda z liczb rzeczywistych
w monade, ktéra byla jej otoczka o szerokosci niezerowej, ale ktéra

w rachunkach czasem nalezalo uwzgledniaé, a czasem nie. Istotnym pojeciem
byla tu wielko$é¢ dz, ktérej odwrotnosé byla z zalozenia wieksza od kazdej
liczby naturalnej. Monady zostaly odrzucone, ale symbolika dz-6w do dzis jest
obecna, podobnie jak dx czy [ (poczatkowo pisane jak [ ). Jego dzielo
Monadologia (1714) jest uwazane za filozoficzne kuriozum, ale wczesniejsza
Nowa metoda maksimow i miniméw oraz stycznych, ktora stosuje sie takze do
wielko$ci utamkowych i niewymiernych oraz szczegolny dla niej rodzaj rachunku
(1684) dala poczatek nazwie calculus (ostatnie stowo tytulu tego, napisanego
po lacinie dziela) dala poczatek uzywanej w wigkszosci krajéw nazwie
rachunku rézniczkowego i catkowego (ponadto praca ta zawiera fundamentalne
spostrzezenie, ze pochodna to wspdlczynnik kierunkowy stycznej).

Gléwna przyczyna zastrzezen wobec twérczosci Leibniza byl fakt, ze

jego dociekania mialy zrealizowaé zdumiewajaca idee fix: mialy stworzy¢
scientia generalis, czyli (bez zartéw) ogdlna teorie wszystkiego, wobec ktérej
poszczegdlne nauki bytyby przypadkami szczegdlnymi. W tym celu owa wiedza
ogdlna miataby by¢ sformutowana w lingua uniwersalis — wszystkowyrazajacym
jezyku, méwigcym jednak jedynie o characteristica generalis — najbardziej
podstawowych wlasnosciach (monady mialy byé wlasnie elementem tego jezyka).

W czasach, gdy na dzieta Leibniza zaczeto patrze¢ z odpowiednim dystansem,
wiele z jego absurdalnych, jak sie wydawato, pomystéw zostalo rozsadnie

i z pozytkiem zrealizowane. Wymienione wyzej dx-y, rozumiane tak, jak chcial
Leibniz, staly sie za sprawa Felixa Kleina motywem do rozwazania porzadkéw
niearchimedesowych, co w konsekwencji przyniosto stworzenie przez Abrahama
Robinsona (1959) analizy niestandardowej.

Ale tutaj chce daé przyklad innego pomyshu Leibniza, ktory réwniez po dtugim
okresie uznawania go za absurdalny, zostal zrealizowany.

Jezyk geometrii

W ramach dbalosci o uzywany w badaniach naukowych jezyk Leibniz poddat
surowej krytyce geometrie analityczna. Twierdzil mianowicie, ze uzywanie

do rozwazan geometrycznych rachunkéw na liczbach jest mieszaniem réznych
materii i prowadzi tylko do metliku. Uwazal, ze w geometrii, oczywiscie, tez
mozna, a nawet trzeba rachowaé, ale na obiektach geometrycznych. Nie
powiedzial jednak, co konkretnie ma na mysli i sprawa — zwana geometrycznym
programem Leibniza — lezata dlugie lata odlogiem.

Pierwszym, ktéry ozywil rozwazania nad programem Leibniza, byl Juhasson
Hjelmslev (1873-1950). Zauwazy! mianowicie, ze — méwiac uczenie — wszystkie
automorfizmy inwolucyjne maja zbiér punktéw stalych bedacy podprzestrzenia
jakiego$ wymiaru. A méwiac po ludzku: symetrie moga by¢ albo wzgledem
punktu, albo wzgledem prostej, albo wzgledem plaszczyzny i tak dalej, jesli,
rzecz jasna, mamy jeszcze jakies wymiary. Mozna wigc oczywisty rachunek

na symetriach (dzialaniem jest ich skladanie) traktowaé jak rachunek na tych
podprzestrzeniach, czyli punktach, prostych, ptaszczyznach itd.
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Powstaje pytanie, czy takim rachunkiem faktycznie mozna ,wszystko”
w geometrii wyrazié. Pomyst wydawal si¢ mie¢ pozytywne rokowania.

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do geometrii dwuwymiarowej. Jaki
fakt o prostych k i | wyraza zalezno$é

kl=1k N Kk#IL?
Zapewne kazdy z Czytelnikow zauwazy, ze przeksztalcenia po obu stronach
rownosci sa odwrotne. Ponadto ztozenie dwoch symetrii osiowych to przesuniecie
lub obrét. Przesuniecie odwrotne do siebie, to przesuniecie zerowe, ale tego
zabrania drugi czton koniunkcji. Zatem £l jest obrotem, ktéry jest inwolucja,
a wiec jest to obrét o kat pélpelny (czyli symetria srodkowa). A poniewaz
zlozenie symetrii wzgledem dwoch przecinajacych sie prostych to obrét o kat
dwukrotnie wigkszy, wigc proste te sg prostopadte.

Oto drugi przyklad: co o punkcie A i prostej m méwi napis
Am =mA?

Zamiehmy (zgodnie z poprzednim przykladem) A na ki = lk, wybierajac prosta
k prostopadla do m. Oznaczmy przeciecie k i m przez B (rys. 1). Wéwcezas
prawa strona rozpatrywanej rownosci to klm, czyli zlozenie symetrii wzgledem

k z przesunieciem o wektor 2AB (czyli symetria z polizgiem). Lewsg strone
mozemy zapisaé jako mlk, co da symetrie wzgledem k zlozona z przesunieciem

o wektor 2BA. Réwnosé wskazuje wobec tego, ze A = B, czyli punkt A lezy na
prostej m.

Mozliwos¢ zrealizowania w ten sposob programu Leibniza zostala wykazana,
ale Hjelmslev traktowal ja jedynie jako sposéb na wygodniejsze dowodzenie
pewnych twierdzen (jedno z nich bedzie przytoczone dalej).

Nowy impuls sprawie dal Arnold Schmidt (1902-1967), wprowadzajac (zreszta
na uzytek rozwazan teoriogrupowych) pojecie peku:
a, 3, v sa wspOlpekowe wtedy i tylko wtedy, gdy 36(afy = 9).

Nietrudno zauwazy¢, ze ,szkolne” pojecie peku wlasciwego (zbiér prostych
majacych wspdlny punkt) czy niewlasciwego (zbiér prostych majacych
wspélny kierunek) jest szczeg6lnym przypadkiem pojecia wprowadzonego przez
Schmidta. Zapewne jednak znajda sie zaskoczeni faktem, ze punkty przestrzeni
euklidesowej dowolnego wymiaru tworza pek.

Ten, zdawaloby sie nic niewnoszacy, pomyst terminologiczny pozwolit — jak

sie okazalo — na to, by Friedrich Bachmann (1909-1982) w pelni zrealizowal
program Leibniza (1959), co mozna zobaczy¢ w jego znakomitej monografii
Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegrieff, co znaczy Wprowadzenie do
geometrii opisanej za pomocq symetrii.

Troche geometrii widzianej tym sposobem

Oto kilka dalszych przykladow uzywania jezyka zaproponowanego przez
Hjelmsleva — prosze sprawdzié, czy ttumaczenia sa poprawne.

b jest dwusieczng kata ac, lub gdy sa réwnolegle, ich linia srodkowa

proste a, b, ¢, d maja wspdlny punkt (kierunek) i ab wyznaczaja ten sam kat (wektor), co cd
gdy A # C, prosta b jest symetralna AC, a gdy A = C, dowolna prosta przez A

A, C sa na wspdlnej prostopadlej prostych b, d, oba miedzy tymi prostymi
lub oba na zewnatrz; A w tej samej odlegtosci od b, co C od d

proste sa rownolegle i gdy a # ¢, punkt B lezy na ich linii srodkowej, a gdy a = ¢ — lezy na a

B jest srodkiem AC

Jak widaé, jest to catkiem inny jezyk, cho¢ przyklady sa — jak sadze¢ —
dostatecznym argumentem, by nie watpié, ze wszystko, co wyrazamy jezykiem,
ktorego uzywamy od dziecka, da si¢ réwniez w nim wyrazi¢. Widaé tez, ze
prosto wyrazaja sie sytuacje trudne do zwieztego przedstawienia w naszym
jezyku i przeciwnie — np. doé¢ skomplikowanie wyrazalby sie fakt, ze odcinki sa
przystajace.
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Napisy tego rodzaju mozna, oczywiscie, odczytywaé jako zdania dotyczace
izometrii. Na przyktad zdanie

Yabe  (abcabebeabcacbacbebach = 1)

pelni role tzw. stowa Banacha, czyli pozwala stwierdzié¢, ze w grupie izometrii

plaszczyzny euklidesowej nie istnieja podgrupy wolne, co m.in. wyklucza

paradoksalny rozktad na ptaszczyznie. Oryginalne stowo Banacha to

twierdzenie:

dla dowolnych izometrii plaszczyzny euklidesowej ¢ 1 1 przeksztalcenie
<,02¢290_21/1_2@_2¢2@4¢_2@_2¢2¢_2¢_2¢2

jest identycznoscig.

Ktére sformutowanie jest prostsze?

Kolejny przyklad to twierdzenie Michela Chaslesa:

kazda izometria jest postaci ab lub aB,

co Chasles wyrazal w nastepujacy sposéb:

kazda izometria plaszczyzny jest przesunieciem, obrotem

lub symetrig z poslizgiem

(ré6wnowazno$é obu sformutowan bylta juz obecna w tekscie tego artykutu).

Argumentem za tym, ze pierwsze ze sformutowan jest bardziej nosne, moze by¢
fakt, iz Bachmann pod jego inspiracja stworzyl odrebny dzial teorii grup grupy
biinwolutywne, czyli takie, w ktérych kazdy z elementéw jest inwolucja lub
zlozeniem dwu inwolucji z tej grupy. Do badania tego rodzaju obiektéw moze
zacheci¢ spostrzezenie, ze

grupa izometrii przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru jest biinwolutywna
czy jeszcze bardziej niespodziewane, ze

bitnwolutywna jest tez grupa bijekcji dowolnego zbioru.

Wypada jeszcze podaé przyktad problemu tatwego w stylu leibnizowskim
i trudnego w stylu klasycznym. Moze nim by¢ nastepujace

Twierdzenie Hjelmsleva. Jesli ABC i A’B'C’ sq przystajgcymi tréjkamsi
punktéw wspdtliniowych, to srodki odcinkéw AA’, BB’ i CC’ lezq na jednej
prostej (rys 2).

Dowdd. Odcinek AC, a wiec punkty A, B, C, mozna nalozy¢ na odcinek
A’'C’ dwiema izometriami: jedng z nich bedzie obrét lub przesuniecie,

a druga symetria z poslizgiem. W symetrii z posligiem za$ $rodek kazdej pary
punkt-obraz lezy na jej osi (rys. 3).

Program Leibniza a szkola

Przewr6t bourbakistowski, jaki dokonywal sie w latach szes¢dziesiatych
dwudziestego wieku na calym $wiecie, w najogdlniejszych zarysach polegal na
zwroceniu uwagi badaczy bardziej na przeksztalcenia obiektow niz na same

te obiekty, czego ukoronowaniem jest teoria kategorii. Zmianom podlegty
programy nauczania na wiekszodci wydzialéw matematyki, nic przeto dziwnego,
ze postulowano réwniez zmiane programéw szkolnych, w szczegdlnosci
przeformutowanie szkolnej geometrii w tym duchu (Dieudonné, Choquet —
pomysly tego ostatniego byly tematem pracy magisterskiej piszacego te stowa).

Zostalo to zrealizowanie konsekwentnie (lata 60. XX wieku) w obu panstwach
niemieckich (Lenz, Lingenberg), a za teoretyczna podstawe postuzyla
przytoczona wyzej monografia Bachmanna. W ten sposéb nauczanie geometrii
w szkolach niemieckich stalo sie istotnie inne od klasycznych programéw
realizowanych w innych krajach. I ten stan trwa do dzis.

Mniej lub bardziej nasladujace postulaty Euklidesa podstawy, na ktérych opiera
sie nauczanie geometrii w wiekszosci krajéw, w Niemczech zastapity nastepujace
aksjomaty (zapisze je nieformalnie):
I: Istnieje prosta przez dwa punkty, gdy rézne — to jedna.
II: Dla wspdélpekowych a, b, ¢ istnieje taka prosta d, ze abc = d.
III: Istnieja dwie proste prostopadle i trzecia niewspolpekowa z nimi

i nieprostopadta do zadnej z nich.
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Niedowiarkom i innym zainteresowanym polecam do obejrzenia (po polsku!)
ttumaczony z niemieckiego poradnik — wydany przez Prészynskiego Atlas
matematyki. Cze$¢ poswiecona geometrii zawiera wiele twierdzen dla polskiego
ucznia catkowicie egzotycznych i nie zawiera tych, ktére sa mu znane. Nie
zmienia to faktu, ze w Niemczech i w Polsce geometria jest ta sama — mozna
te same struktury opisywaé w réznych jezykach.

W Polsce za$ (reforma 1967 roku) tez prébowano ten pomyst zrealizowaé, ale
zrobiono to niekonsekwentnie. W efekcie wprowadzajace nowe spojrzenie na
geometrie podreczniki Anny Zofii Krygowskiej — po kilku latach zmagan z nimi
tak nauczycieli, jak uczniow — wypadly z obiegu.

Wszelako pomyst znalezienia miejsca w szkolnym nauczaniu geometrii na
przeksztalcenia nie jest absurdalny. Ludzie mojego pokolenia i niewiele mtodsi
wspominaja czasy, gdy z zapalem neofitéw wprowadzaliémy bourbakistowska
matematyke — juz nie tylko geometrie — do szkét (polecam szczegdlnie
wspomnienia Edwarda Tutaja, przepieknie opowiedziane na konferencji
Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej w Soczewce w listopadzie
2010). Mamy do tego dystans, ale byloby nieuczciwie nie zauwazyé, ze byly tez
i osiagniecia.

Dlatego chcialbym na zakonczenie przytoczyé rezultaty moich uczniow,
bedacych wéwczas w drugiej klasie liceum (odpowiada to dzisiejszej pierwszej
klasie).

Omawianym tematem byl rzad generowania grupy izometrii ptaszczyzny, gdy
generatorami sa symetrie osiowe. Jak kazdemu wiadomo, gdy dopuscimy jako
osie wszystkie proste, dowolng izometrie mozemy uzyska¢, skladajac pewne trzy
z nich. Tak wiec rzad jest réwny 3.

Na lekcji stwierdziliSmy, ze do uzyskania wszystkich izometrii wystarcza symetrie
o osiach z jednego peku wladciwego (oznaczmy go [A]) i jednego niewladciwego
([a]).

Jako zadanie domowe datem problem: czy wystarczy braé osie z [A] U {a}, gdzie

ad [A]?

Na nastepnej lekcji czworo uczniéw odpowiedziatlo TAK. Wobec tego postawilem
kolejny problem (juz nie jako prace domowa, bo nie znalem odpowiedzi): jaki
jest rzad generowania w przypadku I, a jaki w przypadku II7

O dziwo uzyskalem rozwiazanie: podali je Wieslaw Mielniczuk i Jerzy Zabilski,
a bylo ono takie: I — 4; IT — oco.

Byl to rok 1969. Rezultat ten spotkal sie z duzym zainteresowaniem
zawodowcdw, w szczegllnosci profesor Stefan Straszewicz zarekomendowal go do
umieszczenia w Wiadomosciach Matematycznych, gdzie tez blyskawicznie (czyli
po dwéch latach) zostal opublikowany (WM XIII(1971), pp. 37-41). Przyjrzyjmy
si¢ temu rozwigzniu.

Pomys! na rozwiazanie zadania domowego zasadza si¢ na spostrzezeniu, ze
izometria majgca punkt staly jest obrotem wzgledem tego punktu lub symetrig
wzgledem prostej przechodzqcej przez ten punkt.

Pozostaje zatem do wykazania, ze dowolny punkt P mozna za pomoca symetrii
o osiach z rozwazanego zbioru natozyé¢ na punkt A.

Autorzy pracy rozwiazali to w dwéch krokach:

1° wskazali konkretne symetrie o osiach z [A] U {a}, ktérych zlozenie naklada
punkt P na punkt A, o ile tylko lezy on nie dalej od niego niz 4r, gdzie r to
odlegtoéé¢ A od aj;

2° wskazali réwniez symetrie z [A] U {a}, ktére punkt P lezacy dalej niz 4r
przybliza do A o 2r, co po skonczone]j liczbie krokéw sprowadza sytuacje do
rozpatrzonej w 1°.



Rys. 4

N

Rys. 7

Przypadek 1°. Rysujemy okrag o o srodku A i promieniu 2r, a na nim
punkt A’, bedacy obrazem symetrycznym A wzgledem a. Teraz rysujemy
okrag o' o $rodku A’ i promieniu 2r — jest on obrazem symetrycznym o
wzgledem a. Z kolei rysujemy okrag 6 o srodku A i przechodzacy przez P.
Zgodnie z zalozeniem 0 przecina o’ — oznaczmy jeden z punktéw przeciecia
przez @ (rys. 4). Niech dalej @’ bedzie obrazem @ w symetrii wzgledem a —
zatem @’ lezy na o. Nalozymy P na A za pomocg czterech symetrii: kolejno
wzgledem symetralnej PQ, a, symetralnej Q' A’ i znéw a — daje to ciagg
P—-Q—-Q — A — A

Przypadek 2°. Narysujmy punkt A’ i okrag o jak poprzednio. Oznaczmy przez
P ten z punktéw przeciecia prostej AA’ z 0, ktéry lezy po tej samej stronie
prostej a, co A’ i przez Pi Jego obraz symetryczny wzgledem a (rys. 5). Symetrie
wzgledem symetralnej PP i a dajg ciag P — P — P’. Ale

P'A=PA =PA— AA' = PA —2r,
co konczy dowdd 2° i tym samym dowdd, ze do uzyskania wszystkich izometrii
plaszczyzny wystarcza symetrie o osiach z [A] U {a}.

Rzad generowania dla [A] U {a}. Aby wykazaé, ze ten rzad jest nieskoniczony,
nalezy wskaza¢ dla dowolnego n € N izometrie, do ktorej uzyskania potrzeba
uzy¢ wiecej niz n symetrii z rozwazanego zbioru.

Zauwazmy, ze symetrie wzgledem osi nalezacych do [A] nie zmieniaja odleglosci
punktéow od A. Natomiast symetrie wzgledem a moga przyblizy¢ punkty do A co
najwyzej o 2r. Rozwazmy dowolny punkt P. Jesli lezy on po tej samej stronie a
co A, symetria wzgledem a tylko jego dystans od A powiekszy. W przeciwnym
przypadku oznaczmy jego obraz wzgledem a przez P’ (rys. 6). Mamy

PA— P A=PA—-PA <AA =2r.
Biorac zatem pod uwage izometrie, ktora ma przeksztalcié¢ na punkt A punkt P,

ktorego odleglos¢ od A jest wicksza od (2n + 1) - r, stwierdzamy, ze potrzeba do
jej uzyskania wiecej niz n symetrii z rozwazanego zbioru.

Wypada tu dodaé, ze problematyka nie zamyka sie na tym. Mozna bez
wigkszego trudu wykazaé np., ze zbidr potrzebnych osi symetrii mozna znacznie
uszezuplié, zastepujac [A] prostymi zawartymi w dowolnie malym kacie.

Pozostal do przeprowadzenie jeszcze dowdd, ze rzad generowania dla [A] U [q]
jest rowny 4. Dowo6d ten ma charakter raczej algebraiczny i wymaga dwéch
lematéw:

(1) V Aym,n 3 k1 (mn=1kNk € [A]);
(2) YV A,a,l 3m,n (I =mnmAm € [A] An € [a]).
Pierwszy z nich jest oczywisty: w przypadku, gdy mn jest przesunieciem,
to samo przesuniecie realizuje kazda para prostych réwnolegtych do m i tak
samo odleglych jak m i n — a zatem w szczegdlnosci mozna dowolng z nich
poprowadzié¢ przez A. Podobnie, gdy mn jest obrotem — bierzemy dowolne
dwie proste wspotpekowe z nimi i tworzace ten sam kat, wiec jedna z nich
mozna wziaé przez A. W przypadku drugiego procedura jest nastepujaca:
przez A prowadzimy prosta a’ réwnolegla do a i I’ réwnolegla do [ oraz ich
dwie dwusieczne. Dowolna z nich nazywamy m i przez punkt jej przeciecia z [
prowadzimy prosta réwnolegta do a, ktora oznaczamy n. Lektura zataczonego
wyzej stowniczka daje odpowiedz na pytanie, dlaczego to jest dobry wybor
min.
Dowolna izometria ¢ jest ztozeniem dwodch lub trzech symetrii osiowych, co
rozpatrujemy kolejno.

© = vu = lk@)re[a) = mnmk2) me[Alanelal;

¢ = wou = Wpq(1)—qec(a] = Htq1)—te[a] =
= MnMiq(2)—me[A]Anela] = TNT,

ostatnia réwnosé bierze sie stad, ze q, t, m sa wspdlpekowe.



