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Topologia i podzbiory,
czyli historia jednego twierdzenia

Michat ADAMASZEK, Coventry

Zacznijmy od wyjaénienia tytutu. Beda nas interesowaé przestrzenie
topologiczne, ktorych elementami sa podzbiory innych przestrzeni. Co to
doktadnie znaczy?

Wiekszo$¢ przestrzeni topologicznych, z ktérymi chcieliby$my mieé¢ do czynienia,
powstaje z kilku podstawowych klockéw, takich jak odcinek I = [0, 1] czy okrag
S1. Do budowy bardziej skomplikowanych przestrzeni uzywamy operacji takich
jak produkt kartezjanski X x Y, przestrzen ilorazowa X/A czy bardziej ogdlna
przestrzen ilorazowa X/~ bedaca wynikiem sklejenia punktéw X w sposéb
opisany przez relacje ~. Na przyklad okrag powstaje przez sklejenie koncéw
odcinka: S' =17/0~ 1.

Nastepny przyklad motywuje potrzebe wprowadzenia innego typu konstrukcji.
Mamy naczynie w ksztalcie pewnej przestrzeni X a w nim dokladnie

n jednakowych, swobodnie poruszajacych si¢ czastek gazu. Chcemy opisaé
przestrzen wszystkich mozliwych polozen tych czastek. Matematycznie
elementami tej przestrzeni sa n—elementowe podzbiory C' = {z1,...,2,}
przestrzeni X. Mowimy, ze ,blisko” ustalonego podzbioru C' sg wszystkie
podzbiory otrzymane przez ,malte” poruszenie wszystkimi punktami w C,
oczywiscie pod warunkiem, ze zadne dwa punkty nie ulegna zderzeniu.
Znaczenie slowa ,male” zalezy tu od topologii w przestrzeni X. W ten
intuicyjny sposob definiujemy male otoczenia otwarte, a wiec nadajemy naszej
rodzinie podzbioréw strukture przestrzeni topologicznej. Przestrzenie tego typu
nazywa si¢ zwykle przestrzeniami konfiguracyjnymi. Ten konkretny egzemplarz
mozna zdefiniowaé bardziej formalnie jako

Cn(X) = {(l‘l, . ,J?n) e X": x; 7& ij}/zn,
gdzie ¥, oznacza grupe n—permutacji dzialajaca na wspolrzednych.

Po tym przyktadzie Czytelnik powinien podej$¢ ze zrozumieniem do przestrzeni,
ktorymi bedziemy si¢ interesowacé:

P,(X) = przestrzen co najwyzej n-elementowych,
niepustych podzbioréw przestrzeni X.

A zatem typowy element przestrzeni P, (X) wyglada tak samo, jak w C,,(X),
czyli jest zbiorem zlozonym z n réznych punktéw w X, ale dodatkowo mamy
takze wszystkie konfiguracje ,jzdegenerowane”, gdzie punktéw jest mniej niz n.
Male otoczenie ustalonego podzbioru P definiujemy podobnie jak poprzednio, to
znaczy pozwalamy na ,mate” przemieszczenie wszystkich elementéw z P, tym
razem dopuszczajac mozliwo$é zderzenia i utworzenia konfiguracji o mniejszej
licznosci. Oznacza to, ze zachodzi tez zjawisko odwrotne, w ktérym jeden

z punktéw w konfiguracji zdegenerowanej moze zamieni¢ sie¢ na kilka punktéw
lezacych bardzo blisko niego.

Zilustrujemy te definicje na przykladzie. Przestrzen co najwyzej
dwuelementowych podzbioréw odcinka I mozna zapisaé¢ nastepujaco:

Py(I)={(z,y):0<r<y<1}

poniewaz kazdy 1- lub 2-elementowy podzbiér odcinka mozna jednoznacznie
reprezentowaé przez pare uporzadkowang. Sytuacja ta przedstawiona jest na
rysunku 1. Przestrzen Ps(I) jest wiec topologicznie réwnowazna (fachowo:
homeomorficzna) z domknietym tréjkatem. Podzbiorom jednoelementowym {z}
odpowiadaja punkty postaci (z,z). Widzimy, ze male otoczenie podzbioru {%}
zawiera podzbiory postaci {z,y} gdzie = i y sa bardzo bliskie % i niekoniecznie
réwne.



Rys. 2. P2(S%)

Zanim przejdziemy do dalszych przyktaddéw, zaobserwujmy jeszcze dwie proste
wlasnosci zachodzace dla dowolnej przestrzeni X:

P(X)=X

Mozemy teraz precyzyjnie wyjasni¢, dokad zmierza ten artykut. Naszym celem
jest jak najlepsze zrozumienie przestrzeni

P3(SY)

zlozonej z co najwyzej 3—elementowych podzbioréw okregu. Czy jest ona
topologicznie réwnowazna z jakas znana przestrzenia?

Na rozgrzewke zbadajmy przestrzen Py(S!). Poniewaz okrag powstaje z odcinka
przez utozsamienie koncéw (S! = I ~ 1), wiec takze przestrzen Po(S') powstaje
z P(I) poprzez utozsamienie wszystkich wystapien punktéw 0 i 1. Mamy zatem

Py(SY) = Po(1)/(0,2) ~ (2,1).

Sprawdzmy, jak to utozsamienie wplywa na trojkat z rysunku 1. Punkty

(0, ) leza na lewym, a (z,1) na gérnym boku tréjkata, zatem musimy skleié

te dwa boki zgodnie z kierunkiem strzalek na rysunku 2. Mozna to zrobié¢
eksperymentalnie, zwijajac lewy bok w okrag i nawijajac na niego gérny bok
(pamietajmy, ze wszystkie trzy wierzcholki tréjkata, (0,0), (0,1) i (1,1),
reprezentuja teraz ten sam podzbiér {0}). Poniewaz nie jest od razu jasne,

co wychodzi, postgpimy inaczej, wedtug przepisu z rysunku 3. Rozcinamy
trojkat wzdtuz linii przerywanej i rozsuwamy powstale czesci, pamigtajac, ze

w rzeczywistodci przerywane krawedzie sa sklejone wzdluz strzalek podpisanych
(. Nastepnie sklejamy tréjkaty wzdluz krawedzi « i widzimy juz, ze mamy do
czynienia ze wstega Mobiusa — obiektem powstalym z paska papieru poprzez
sklejenie ze zmiana orientacji pary przeciwlegtych krawedzi. Udowodnilisémy wiec
nastepujace twierdzenie.

Rys. 3. P2(S1) jest wstega Mobiusa

Twierdzenie. Przestrzen co najwyiej dwuelementowych podzbioréw okregu,
Py(S1), jest topologicznie réwnowazna ze wstegg Mébiusa. Przestrzen podzbioréw
jednoelementowych Py (S') jest w niej zawarta jako okrag brzegowy wstegi.

Aby otrzymaé drugie z powyzszych stwierdzen wystarczy przesledzi¢ polozenie
punktéw (z,x) w czasie procedury rozcinania i sklejania.

Dla rozrywki Czytelnika Wyrafinowanego naszkicujemy inny argument. Przez
dwa dane punkty na okregu prowadzimy prosta (jezeli punkt jest tylko jeden,
rysujemy styczna w tym punkcie). Kierunek tej prostej wyznacza element

w jednowymiarowej przestrzeni rzutowej RP?', topologicznie réwnowaznej

z S1. W ten sposéb zdefiniowaliémy ciagle odwzorowanie Pp(S!) — St.
Przesuwajac ustalona prosta réwnolegle widzimy, ze widkno tego przeksztalcenia
(przeciwobraz dowolnego punktu) jest odcinkiem. Zatem przestrzen Pp(S!) jest
topologicznie réwnowazna z wiazka odcinkéw nad okregiem. Sg tylko dwie takie
wigzki: walec S x I i wlaénie wstega Mobiusa. Czytelnik, ktéry dobrnal do tego
etapu rozumowania, tatwo wyeliminuje pierwsza mozliwos¢.



Po tej rozgrzewce rozwazmy przestrzenie ztozone z trzech punktéw. Zaczniemy
od odcinka i jego tréjelementowych podzbioréw Ps(I). Kazdy 3-, 2- lub
1-elementowy podzbiér odcinka mozna zapisa¢ w postaci tréjki uporzadkowanej,
jednak w przypadku podzbioréw 2-elementowych {z, 2} mozna to zrobi¢ na dwa
sposoby (x,x,2) i (z, 2, z), ktére musimy utozsamié¢. Mamy wiec

Py(l) = {(@,9,2) 1 0< & <y < 2 < 1}/ (w,,2) ~ (2,2, 2).

Zbiér {(x,y,2) : 0 <z <y < z < 1} jest czworoscianem
o wierzchotkach A = (0,0,0), B = (0,0,1), C = (0,1,1),

aj

A

Rys. 4. P3(I)

D = (1,1,1). Przestrzen Ps(I) powstaje wiec z tego
czworo$cianu poprzez utozsamienie Sciany ABD (punkty
postaci (z,z, z)) ze $ciana ACD (punkty postaci
(z,2,2)) w taki sposob, ze wierzcholek B przechodzi

na C, krawedz AB na AC a krawedz BD na CD,

jak na rysunku 4. Efekt koncowy latwo uzyskaé, jesli
wyobrazimy sobie, ze caly czworoScian jest z gumy,

po czym wierzcholek C obrécimy wokét osi AD az
zacienione Sciany naloza sie na siebie. Otrzymujemy
bryle wygladajaca jak dwa pelne stozki o wierzchotkach
A i D, sklejone podstawami. Topologicznie jest to
zwykta kula. Przestrzen podzbioréw jednoelementowych
postaci (z,x,x) jest w niej polozona jako $rednica

AD. Na marginesie, bardziej zaawansowany Czytelnik
moze wywnioskowaé stad (jak?), ze docelowa przestrzen
P3(S1) jest tréjwymiarowa rozmaitoscia (czyli kazdy jej
punkt ma otoczenie, ktére jest otwarta kula).
Przestrzen P3(S') mozemy teraz uzyskaé utozsamiajac, jak poprzednio, punkty
0i1. Mamy zatem:

D P3(Sl):P3(I)/(O’y7Z)N(yvzal)'

«

A

Rys. 5. P3(S1)

Tak wigc P3(S') powstaje z czworoscianu ABC D
poprzez sklejenie Scian ABD i ACD (jak w Ps(I)) oraz
dodatkowo Sciany ABC' (punkty postaci (0,y, 2)) ze
$ciang BC'D (punkty postaci (y, z,1)) w taki sposéb

ze krawedzie AB, BC, C'A zostaja sklejone, kolejno,

z krawedziami BC, CD, DB, co zaznaczone zostalo na
rysunku 5. To drugie utozsamienie znaczaco komplikuje
sprawe. Nasze poprzednie techniki — rozcinanie,
sklejanie czy budowanie modeli — moga okazaé sie
niewystarczajace.

W rzeczywistosci odpowiedzi na pytanie czym jest
P3(S1) udzielili jako pierwsi Karol Borsuk (1905-1982)
i Raoul Bott (1923-2005). Tego pierwszego nie trzeba
chyba polskiemu Czytelnikowi specjalnie przedstawiac.
Dosé powiedzieé, ze we wspolczesnej matematyce jest
on znany m.in. z definicji korozwldknienia a takze

z hipotezy Borsuka (Czy kazdy zbiér wypukly w R?
mozna podzieli¢ na d 4+ 1 zbioréw o mniejszych $rednicach?), rozstrzygnietej
negatywnie w roku 1993 oraz z twierdzenia Borsuka-Ulama, ktérego popularne
sformulowanie stanowi, iz w kazdej chwili istnieja na powierzchni Ziemi dwa
punkty antypodyczne w ktérych panuje ta sama temperatura i ci$nienie. Z kolei
matematyk wegierskiego pochodzenia Raoul Bott byl jednym z czotowych
przedstawicieli nowoczesnej topologii algebraicznej, kojarzonym gléwnie ze
stynnym, z poczatku zaskakujacym twierdzeniem o periodycznosci dla grupy
unitarnej, ktére okazato si¢ wkrétce po udowodnieniu odegraé¢ zasadnicza role
w rodzacej si¢ akurat K-teorii.
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Historia odpowiedzi, jakiej udzielili Borsuk i Bott, jest rownie ciekawa, jak sama
odpowiedz. W 1949 Borsuk opublikowal prace [1], w ktérej pokazal, ze P3(S*)
jest topologicznie réwnowazna z produktem S? x S! zwyklej sfery i okregu. Trzy
lata p6Zniej w Fundamenta ukazala sie praca Botta [2], majaca forme listu do
Borsuka i zaczynajaca sie od sléw (oznaczenia oryginalne):

In your paper On the third symmetric potency of the circumference (...)

you assert that the third symmetric potency of 553) of the circle S is
homeomorphic to the Cartesian product of Sy and the two sphere Ss. (...).
But in fact the identification you have made is incorrect and in consequence
your final conclusion (...) is false. A quite simple and short argument shows
that ng) has a vanishing fundamental group whence (...) Si?’) is a simply
connected lensespace, i.e. the three sphere Ss.

A zatem praca Borsuka zawiera blad i prawidlowa odpowiedZ powinna brzmie¢:

Twierdzenie. Przestrzeri P3(S') jest topologicznie réwnowazna ze sferg
tréjwymiarowg S3.

Jesli Czytelnika przechodza ciarki na samg mys$l o tréjwymiarowej sferze,
to najlatwiej bedzie mysle¢ o niej, przez analogie z nizej-wymiarowymi
odpowiednikami, jak o przestrzeni R? z dodatkowym ”punktem

w nieskonczonosci”.

W tym miejscu Czytelnikowi nalezy sie wyjaénienie, a Karolowi Borsukowi
usprawiedliwienie. Ot6z praca Borsuka, cho¢ skomplikowana, jest zasadniczo
poprawna, a blad wkradt sie dopiero pod sam koniec rozumowania. Podkresla to
zreszta sam Bott, ktéry poprawia tylko koncowke dowodu Borsuka. Mianowicie
po dluzszych przeksztalceniach Borsuk dochodzi do wniosku, Ze interesujaca

nas przestrzen moze by¢ otrzymana z dwéch pelnych toruséw, ktorych brzegi sa
w pewien spos6b utozsamione. Problem w tym, ze w gre wchodza dwa mozliwe
sposoby sklejenia takich toruséow: potudniki jednego utozsamiamy z potudnikami
albo z réwnoleznikami drugiego. W pierwszym przypadku otrzymujemy wtasdnie
S? x St (co widaé do$é tatwo), a w drugim S® (co juz nieco trudniej).

Czytelnik obeznany cho¢ troche z podstawowymi zakleciami topologii
algebraicznej moze samodzielnie sprawdzié¢, kto ma racje. Choé nasz opis P3(S?!)
jako przestrzeni ilorazowej czworo$cianu ABCD jest trudny koncepcyjnie,
jednak $wietnie sprawdza sie jako jej rozklad komérkowy (bardzo $cisle:

rozklad jako A-kompleks). Nadaje si¢ przez to do liczenia takich niezmiennikéw
topologicznych jak grupa podstawowa i grupy homologii. Wyznaczmy zatem,
podobnie jak zrobil to Bott, grupe podstawowa 71 (P3(S')) przestrzeni Ps(S*h).
Zacznijmy od szybkiego przypomnienia (lub, jak kto woli, wprowadzenia)
definicji. Grupa podstawowa przestrzeni X jest generowana przez wszystkie petle
(funkcje ciagle f : S* — X) zaczepione w wyréznionym punkcie xq (to znaczy
f(1) = zp). Dwie petle f i g utozsamiamy, jesli jedna mozna w sposéb ciagly
zdeformowaé¢ w druga, czyli istnieje cala rodzina petli przechodzacych w sposéb
ciagly z f do g. Fachowo méwimy, ze takie petle sa homotopijne. Elementami
grupy podstawowej 71 (X) sa zatem klasy réwnowaznosci relacji homotopii.

Wszystko to brzmi bardzo naukowo, ale jesli dysponujemy rozkladem
komérkowym przestrzeni, to grupe podstawowa mozemy opisa¢ bardzo tatwo.
Po pierwsze, wystarczy ograniczy¢ sie do petli tworzacych jednowymiarowy
szkielet tego rozkladu. W naszym przykladzie mamy dwie takie petle, a i g
(pamietajmy, ze skleiliémy punkty A, B, C' i D). Kazda $ciana dwuwymiarowa
ogranicza, a przez to trywializuje, pewna petle — taka petla moze by¢ $ciagnieta
do punktu, a wiec petli trywialnej, poprzez deformacje prowadzaca caly czas po
wybranej $cianie. Z Rysunku 5 odczytujemy, ze $ciana ABD (a takze ACD) ma
na swym brzegu petle aaf~! = a?371, a $ciana ABC (a takze BC'D) ogranicza
petle aaa™! = a. Wobec tego w grupie 1 (P3(S?)), generowanej przez dwa
elementy «, 3, zachodzg relacje o?3~! = 1 oraz a = 1, co zapisujemy

1 (Ps(SY) = (o, B | a = 1,087 = 1).
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Rys. 6. Tréjlistnik

Zatem o = 1 oraz 3 = a? = 1, wiec ta grupa jest trywialna. To juz wystarczy,
aby wykluczyé odpowiedz S? x S', bo grupa podstawowa tej ostatniej
przestrzeni to Z. Co wiecej, Czytelnik Nowoczesny, ktory ponadto sprawdzit,

ze P3(S1) jest rozmaitodcia, juz wie, ze musi to by¢ sfera S3. Jest to wniosek

z Hipotezy Poincarégo w wymiarze 3, jednego z siedmiu probleméw milenijnych,
udowodnionej niedawno przez Grigorija Perelmana. Glosi ona doktadnie, ze 53
jest jedyna tréjwymiarowa rozmaitoscia o trywialnej grupie podstawowej. Wobec
tego poprawka Botta jest jak najbardziej stuszna.

Zajmijmy si¢ wobec tego innym intrygujacym pytaniem. Wiemy juz, ze
P3(S1) jest sfera S3, czyli przestrzenia tréjwymiarowa R3 uzwarcong jednym
dodatkowym punktem. Znajduje si¢ w niej podprzestrzen P;(S*) zlozona

z podzbioréw jednoelementowych. Pamigtamy jednak, ze P;(S') = S? jest
okregiem, a okrag zanurzony w R? to inaczej wezel. Jaki to wezel?

Odpowiedz na to pytanie mozna znalez¢ na przyklad

w nowej pracy Jacoba Mostovoy’a [3]. Aby zachecié
Czytelnika do przeczytania tej krétkiej notki,
powiedzmy tylko, ze Mostovoy podaje jawny,
analityczny wzér, ktory zadaje rownowazno$é pomiedzy
przestrzeniami P3(S1) i $3. Majac taki wzér mozna
wyprowadzié¢ réwnanie, ktére spetnia w S podzbiér
P;(S1). Podamy od razu wynik. Ot6z jedli sfere S3
utozsamimy ze zbiorem

{(n,w) € Cx C: Juf + [w]? = 1},

to podzbiér Py(S1) spelia réwnanie u® = w?. Po

przeskalowaniu mozna go tez przedstawié przy pomocy
parametryzacji

Stsz— (24 2%) e St x St c S,

a wiec szukany przez nas wezel jest polozony na torusie S* x S' w taki
sposéb, ze obiega torus dwukrotnie w kierunku réwnoleznikowym i trzykrotnie
w kierunku poludnikowym, jak na rysunku 6. Taki wezel nazywa sie fachowo
(2, 3)-wezlem torusowym (analogicznie definiujemy (p, q)-wezly torusowe). Ten
konkretny wezel to najprostszy z nietrywialnych weztéw, zwany trojlistnikiem.

Zamiast reprodukowaé tutaj argument Mostovoy’a, ktory Czytelnik moze
samodzielnie przeanalizowaé, podamy inny dowdd twierdzenia o trojlistniku,
w ktérym wykorzystamy to, czego nauczyliSmy sie juz o grupie podstawowe;.
Obliczymy mianowicie grupe wezta. Jest to niezmiennik zdefiniowany dla
dowolnego wezta K jako

mi(S°\ K)
czyli grupa podstawowa tego, co zostaje po usunieciu wezla z przestrzeni.
W naszym zadaniu sfere S? reprezentuje czworoécian ABC'D z odpowiednimi
utozsamieniami $cian (Rys. 5), a interesujacy nas wezel K jest w nim zawarty
jako zbiér punktéw postaci (z,x,x), czyli odcinek 8 = AD. Usuniecie wezta K
w tym modelu polega zatem na usunieciu odcinka [ oraz wierzchotkéw B i C'
(bo reprezentuja one ten sam punkt, co A i D).

Aby otrzymaé przestrzen o porzadnej triangulacji wygodniej bedzie usunaé
wezel K razem z malym otwartym otoczeniem. W naszym modelu realizujemy
ten krok usuwajac malta pryzme wzdluz odcinka 3 oraz male czworoscienne
czapeczki wokdt wierzchotkéw B, C. Wreszcie nic nie stoi na przeszkodzie aby
poprzez ciagla deformacje powiekszy¢ te otoczenia i zastapi¢ stowo ,,male” przez
wSiegajace az do potowy krawedzi . Pozostanie wowczas bryta z rysunku 7 —
ostrostup o podstawie PRT'() i wierzchotku S. Utozsamienia w czworo$cianie
ABCD przekladaja sie na utozsamienia Scian i krawedzi tego ostrostupa
zaznaczone na rysunku (prosze sprawdzié!). Kazda z jednowymiarowych
komérek a, b, ¢, d jest w wynikowej przestrzeni okregiem, zatem stanowia one
generatory grupy podstawowej 71(S% \ K). Tak jak poprzednio, wypiszemy
relacje zachodzace w tej grupie:
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Rys. 7

B
d 2
R AT
FARIAN
@y N
Cd / C La
P b 0

e $ciana gérna RTS: bed ! =1,
e Sciana przednia QT RP: ab~ ¢~ b =1,
e Sciana lewa SPR (a takze prawa QTS): acd = 1,
e éciana tylna SPQ: abd~! = 1.
Z pierwszej relacji mamy ¢ = b~'d, za$ z drugiej
a=b"tcb=>b"1b""db=b"2db.
Trzecia relacja przyjmuje postaé
1 =acd =b"2dbb'dd = b2d>,

a zatem b? = d3. Ostatnia relacja okazuje si¢ wynikaé
z poprzednich, bo mamy:

D
1 =abd ' =b"2dbbd™' = b 2db*d" " = b 2dd*d™' = b 2d® = 1.

Ostatecznie wiec poszukiwana grupa podstawowa jest generowana przez dwa
elementy b, d z jedna relacjg b? = d°:

m(P3(SY)\ Pi(8Y) = (b,d | b = d°).

Ta grupa jest dobrze znana. Jest to tak zwana grupa warkoczy o 3 pasmach.

7 pierwszych stron podrecznikéw o teorii weztow dowiemy sie, ze wlasnie taka
grupe ma tréjlistnik (ogélnie w grupie kazdego (p, q)-wezla torusowego zachodzi
jedyna relacja P = y?). Czy stad juz wynika, ze nasz wezel jest trojlistnikiem?
W ogdélnosci sprawa jest delikatna, poniewaz dwa rézne wezly moga mieé

takie same grupy (znane sa jawne przyklady takich par). Tym razem jednak
mamy szczescie, poniewaz tréjlistnik, a takze kazdy (p, g)-wezel torusowy, jest
jednoznacznie wyznaczony przez swoja grupe, co pokazali w pelnej ogdlnosci
Burde i Zieschang. Twierdzenie jest zatem udowodnione.

Na tym konczy sie ta opowiesé, w ktérej rozcinaliSmy i sklejaliSmy
dwuwymiarowe powierzchnie, spotkaliémy wstege Mobiusa, nauczyliémy sie
oblicza¢ grupe podstawowa przestrzeni, skonstruowali$émy nietypowy model sfery
S3, zastosowaliémy Hipoteze Poincarégo, rysowaliémy wezly na torusie, a na
koniec poznalisémy i obliczyliSmy teoriogrupowy niezmiennik wezla. A wszystko
to wzielo sie z niepozornie wygladajacego problemu. Na koniec podsumujmy
nasze osiagniecia w postaci twierdzenia.

Twierdzenie (Borsuk-Bott-Czytelnik-Mostovoy). Przestrzen co najwyzej
tréjelementowych podzbioréw okregu, P3(SY), jest topologicznie réwnowazna ze
sferq tréjwymiarowq S3. Podprzestrzen Py(S') jest w niej zawarta jako tréjlistnik
a przestrzern Py(SY) jako wstega Mibiusa, ktorej brzegiem jest ten trdjlistnik.

Apropos, jak wyglada wstega Mobiusa, ktorej brzegiem jest tréjlistnik?
Podziekowania

Artykut powstal przy wsparciu Centre for Discrete Mathematics and its
Applications (EPSRC grant EP/D063191/1).
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