Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XLIV Szkole Matematyki Pogladowej
Do czego to sie przydaje?, Sulejow,
styczeni 2010.

Tensory

Zdzistaw POGODA, Krakéw

Moze si¢ to wydawaé dziwne, ale nawet najbardziej abstrakcyjne pojecia
matematyczne powstawaly zazwyczaj w wyniku potrzeb praktycznych. Dziwne,
bo matematyka jawi sie jako dziedzina abstrakcyjna, hermetyczna, odleglta od
rzeczywistosci. Mozna zrozumieé, ze na przyktad liczby, funkcje i rownania
rozniczkowe znalazly zastosowania, ale osobom niewtajemniczonym trudno
pojaé, do czego moga sie przyda¢ wymyslne konstrukcje i teorie. Na sam dzwiek
takich terminéw jak grupy homologii, reprezentacje Galois, czy rozmaitosci
kaehlerowskie cierpnie skora — gdzie tu mysle¢ o zastosowaniach. A jednak nawet
teorie zupelnie oderwane od rzeczywistosci i — wydawaloby sie — nie majace szans
na zastosowanie, bardzo czesto to zastosowanie znajduja. W matematyce jest
wiele poje¢, ktore zrobily ogromna kariere i znalazty liczne zastosowania rowniez
poza krélowa nauk. Jednym z takich pojeé, ktére z jednej strony wydaja sie
wysoce abstrakcyjne, a z drugiej znalazly rozmaite zastosowania, jest pojecie
tensora. Samo stowo brzmi juz groznie i sugeruje, ze mamy do czynienia

z matematyka naprawde niedostepna dla przecietnego zjadacza chleba. Czym sa
tensory, do czego si¢ przydaja? Trudno w krotkim tekscie precyzyjnie opisaé to
pojecie. Mozna jednak na przykltadach podaé¢ pewne intuicje i sprobowaé
pokazaé, ze rzeczywidcie zastosowania sa réznorodne i czesto zaskakujace.

Status tensora jest specyficzny: z jednej strony jest uogoélnieniem wektora,

a z drugiej jego szczegdlnym przypadkiem. Jak to mozliwe, niebawem sie
przekonamy. Z zaje¢ fizyki pamietamy by¢ moze, ze wielkos¢ wektorowa ma takie
cechy jak kierunek, zwrot, warto$¢ i, czasem, punkt przyltozenia, czym rézni sie
od wielkosci skalarnej charakteryzowanej tylko przez wartosé. W ukladzie
wspolrzednych wektor opisany jest przez wspolrzedne (ich liczba jest rowna
wymiarowi przestrzeni), z ktorych mozna odczyta¢ wspomniane cechy ,fizyczne”.

Gdy zmieniamy ukltad wspélrzednych, zmieniajg sie wspolrzedne wektora, ale nie
zmienia sie jego ,natura” — jest on tylko inaczej opisany. W geometrii
rozniczkowej, a takze w fizyce, uktady wspoétrzednych odgrywaja istotng role, bo
pozwalaja na wykonywanie réznego rodzaju rachunkéw i, co niezwykle wazne,
wykorzystanie algebry i analizy matematycznej. Ogolnie uktad wspotrzednych
jest to odwzorowanie, ktére punktom plaszczyzny albo przestrzeni, ale tez
powierzchni dwu lub wiecej wymiarowej, przyporzadkowuje odpowiednie uktady
liczb — wspoélrzedne tychze punktéw. Najczesciej wykorzystuje sie kartezjanski
uktad wspoélrzednych obrazowo przedstawiany za pomoca prostopadtych osi.

7 kursu analizy wiadomo, ze czesto wygodnie jest wprowadzaé¢ inne typy uktadu
wspolrzednych, na przyktad wspolrzedne biegunowe na plaszczyznie, sferyczne
lub walcowe w przestrzeni oraz bardziej wymyslne w zaleznosci od potrzeb.

7Z algebry liniowej wiadomo, ze jesli wektor v ma wspotrzedne v!,v?, ..., v"

w jednym ukladzie wspotrzednych, a w innym v't, v'2,...,v™, to przejscie od
jednych do drugich wyraza sie wzorem

(1) V' = At

P

gdzie A} sa wspotczynnikami macierzy przejscia. Zastosowana tu zostala,
powszechnie uzywana konwencja sumacyjna Einsteina: jesli te same wskazniki
w jakim§ wzorze wystepuja jako gorne i dolne (w powyzszym wzorze t), to
znaczy, ze sumujemy wzgledem nich (¢ =1,...,n). Za pomoca takiego wzoru
w klasycznym rachunku tensorowym definiuje si¢ wlasnie wektory, czyli

w terminologii tensorowej tensory typu (1,0). Jesli natomiast rozwazymy
zaleznosé

(2) af = Bjas,

to mamy do czynienia z tensorem typu (0,1) albo inaczej kowektorem lub,
uzywajac jezyka algebry liniowej, forma liniowa (funkcjonatem liniowym).
Podkreslmy: opisane wzory sa znane z kursu algebry liniowej, gdy wyliczamy
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wspolrzedne wektora (kowektora) przy przejsciu od jednej bazy do innej. Mozna
tez napisaé

IS _ AS T £P
(3) t Ath T
lub bardziej ogdlnie
81...8m __ AS1 Sm Rt1 th ,  T1---Tm
(4) wpr o = A AT B B wy

Otrzymujemy w ten sposob tensory odpowiednio typu (1,1), (2,0), (0,2) i (m, k).
Uzywajac jezyka algebry liniowej i iloczynéw tensorowych mozna te obiekty
zdefiniowaé elegancko bez wspolrzednych jako elementy pewnych przestrzeni
wektorowych. Nie bedziemy sie jednak zaglebia¢ w algebre tensoréw. Czytelnika
zainteresowanego tematem mozna odesta¢ do klasycznych podrecznikow [4] i [5]
lub jakiego$ nowoczesnego wykladu (np. [1], [3]). Zauwazmy jednak, ze choé
tensory opisywane sa za pomocg wspotrzednych, to interesuja nas ich pewne
cechy globalne (np. dtugos¢ wektora). Zilustrujmy to na waznym przyktadzie.
Dobrze znanym obiektem jest iloczyn skalarny. Parze wektorow v i w (na
przyktad w R?) przyporzadkowana jest w okreslony sposob i jednoznacznie
pewna liczba ¢(v, w). Moze pamietamy definicje pracy z fizyki.
Przyporzadkowanie to spekia kilka naturalnych warunkéw takich jak
dwuliniowosé, dodatnia okreslonosé. Z wlasnosci iloczynu skalarnego wynika, ze
jest on jednoznacznie opisany przez warto$ci na wektorach bazowych. Jesli
e1,...,e, oznacza baze, to liczby a;; = ¢(e;, ;) wyznaczaja iloczyn skalarny.
Wezmy teraz inng baze €, ..., e!,. Przejscie od pierwszej bazy do drugiej opisane

yen”

jest zaleznosciami e, = BFej,. Wtedy mamy nowe wspotczynniki

(5) ai; = ¢(Bfer, Bj"em) = B B} ¢(ex, em) = B{ B} agm.

A to wyglada jak regula transformacji tensora typu (0,2) ze wzoréw (3). Nic
dziwnego, bowiem iloczyn skalarny jest tensorem typu (0,2). Wartosé¢ iloczynu na
wektorach nie zalezy od wyboru bazy, lecz od samych wektoréw. Podobnie, jesli
przypatrzymy sie pierwszemu ze wzoréw (3), to dojdziemy do wniosku, ze kazde
odwzorowanie liniowe jest tensorem typu (1,1). Iloczyny skalarne i odwzorowania
liniowe sa wektorami w odpowiednich przestrzeniach. Takich przyktadow

w algebrze liniowej jest bardzo duzo. Mozna wiec $miato stwierdzié, ze

z tensorami stykamy sie w matematyce niemal na co dzien, nawet nie zdajac
sobie z tego sprawy.

Powr6émy jeszcze na chwile do uktadéw wspotrzednych. Zauwazylismy, ze
uktady wspotrzednych mozna zwigzaé¢ z powierzchniami (np. sferami lub
torusami) i innymi wyzej wymiarowymi tworami. W ten sposéb dochodzimy do
jednego z najwazniejszych poje¢ wspotczesnej matematyki — pojecia rozmaitosci.
W Zeszytach OKM pojawialy sie one juz nie raz (por. np. [6]). Przypomnijmy
tylko, ze lokalnie rozmaitos¢ n wymiarowa wyglada jak przestrzen R™.
Dwuwymiarowa rozmaito$¢, czyli powierzchnia, lokalnie przypomina ptaszczyzne
(choéby powierzchnia Ziemi, z duzym przyblizeniem oczywiscie),

a trojwymiarowa — przestrzeni. Odwzorowania realizujace te lokalng, ceche,

w pewnym otoczeniu kazdego punktu nazywa sie mapami. Sg to lokalne uktady
wspolrzednych. Dodatkowo zakltada sie jeszcze, ze przejscie od jednej mapy do
innej zachowuje sie¢ odpowiednio regularnie (najczesciej zada sie, by byly to
gladkie dyfeomorfizmy). Rozmaitosci z jednej strony daja sie bada¢ metodami
globalnymi (topologia algebraiczna itp.) i same moga wygladaé¢ bardzo
dziwacznie jak choéby butelka Kleina, a z drugiej lokalnie przypominaja dobrze
znang przestrzen R™ lub jej czesé.

Badania powierzchni za pomoca wspoélrzednych rozpoczeto, gdy rozwineta sie
analiza matematyczna. Jednym z pierwszych, ktoérzy systematycznie studiowali
powierzchnie byt Leonhard Euler. Probowal on miedzy innymi opisaé stopient
zakrzywienia powierzchni. Za date powstania teorii powierzchni mozna uznaé rok
1827, kiedy ukazala sie pigkna rozprawa Gaussa Rozwazania ogdlne o krzywych
powierzchniach. Gauss wprowadzil bardzo wazne pojecia formy fundamentalnej

i krzywizny powierzchni nazwanej krzywizna Gaussa. Forma fundamentalna jest
odpowiednikiem iloczynu skalarnego dla powierzchni, czyli jest tensorem

typu (0,2). Naturalnie w czasach Gaussa nie bylo jeszcze mowy o tensorach
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Jego polski przeklad mozna znalezé np.
w Matematyka-Spoteczenstwo-Nauczanie,
4 (1 1990).

i rozmaito$ciach. Idee pojecia rozmaitosci zaproponowal Bernhard Riemann

w swoim wykladzie habilitacyjnym z 1854 roku. Rozszerzyl pojecie formy
fundamentalnej na rozmaito$ci n wymiarowe, co zostalo nazwane pozniej
tensorem metrycznym. Uogolnil tez pojecie krzywizny Gaussa wprowadzajac
obiekt, ktory dzi§ jest znany jako tensor Riemanna albo tensor krzywizny.
Wyktad habilitacyjny zawiera wiele rewolucyjnych idei, choé¢ nie ma w nim
prawie zadnych wzoroéw. Opublikowany zostal w 1868 roku dwa lata po $mierci
autora. Dopiero wtedy $wiat matematyczny zapoznal si¢ z niezwyklymi
pomystami Riemanna. Zaczeto je rozwijaé i wykorzystywaé do badania
rozmaitosci. W 1900 roku ukazata sie obszerna praca dwoch wloskich
matematykow Gregoria Ricci-Curbastra i Tulia Levi—Civity, w ktorej rozwiniety
zostal ,rachunek rézniczkowy absolutny” — tak nazywano wtedy rachunek
tensorowy. Przy okazji warto zaznaczy¢, ze praca ta jeszcze w tym samym roku
zostala przetlumaczona przez Samuela Dicksteina na jezyk polski i opublikowana
w Pracach Matematyczno—Fizycznych, mimo iz wéroéd polskich matematykdéw nie
byto nikogo, kto zajmowalby sie tensorami. Zainteresowanie rachunkiem
tensorowym wzrosto znacznie, gdy w 1915 roku Einstein oglosit ogélna teorie
wzglednodci i rownania pola

1
(6) Ri; — 591‘3'3 + Agi; = 8Ty,

Wiedze na temat tensoréw uzyskal od Marcela Grossmanna. Dzieki jego
informacjom mogt uja¢ swoje fizyczne idee w piekna matematyczna forme. Prace
Einsteina pokazaly, ze abstrakcyjna teoria matematyczna ma bardzo konkretne
zastosowania. Fizycy natychmiast dostrzegli uzytecznosé rachunku tensorowego.
Teoria wzglednosci nie byta jedyna teoria, ktéra wykorzystata tensory.
Znakomicie przydaly sie one w teorii sprezystosci (tensor naprezen), a takze
réwnania Maxwella dzieki tensorom uzyskaly nowa, bardzo zgrabna postac.
Obecnie wiele dzialéw fizyki nie mogloby istnie¢ bez rachunku tensorowego.
Sztandarowym jednak przyktadem zastosowania pozostaje nadal teoria
wzglednosci. Pojecie przestrzeni Riemanna, tensora krzywizny i jego odmian oraz
wiele innych pojeé Scile jest kojarzone z ta teoria.

W samej matematyce tensory na dobre zadomowily sie w geometrii rézniczkowej.
Dzieki nim zyskala potezne narzedzia pozwalajace badaé rézne struktury na
rozmaitosciach. Co ciekawe, okazalo sie, ze badanie struktury geometrycznej
(tensora metrycznego) rozmaitosci moze daé¢ wiele informacji o samej
rozmaitosci, a nawet przyczynié sie do klasyfikacji rozmaitosci z doktadnoscia do
homeomorfizmu. Sprébujmy zobaczy¢ w czym rzecz.

Wspomniano wczesniej o formie fundamentalnej i tensorze metrycznym. Co kryje
sie pod tymi pojeciami? Jaki jest ich sugerowany zwiazek z iloczynem
skalarnym? Konstrukcje, cho¢ formalne, bazujg na konkretnych intuicjach
nawiazujacych do geometrii ptaszczyzny. Najpierw naszkicujmy fundamentalne
dla rozmaitosci pojecie przestrzeni stycznej. Jest to wtasnie naturalne
uogoblnienie koncepcji ptaszczyzny stycznej do powierzchni. Nieprecyzyjnie, ale
obrazowo mozna powiedzieé, ze przestrzen styczna w punkcie p do rozmaitosci M
jest to zbior wszystkich wektoréw stycznych do krzywych przechodzacych przez
ten punkt. Oznacza si¢ ja zazwycza]j T, M. Przestrzen styczng mozna
interpretowaé jako zbior predkosci (wektorow predkosci) punktéw poruszajacych
sie po réznych trajektoriach na M i przechodzacych przez p. W T,M wprowadza
sie dos¢ naturalng strukture przestrzeni wektorowej. Tak wiec z kazdym punktem
rozmaitosdci zwigzana jest przestrzen wektorowa, co pozwala w naturalny sposéb
przeniesé konstrukcje z algebry liniowej na rozmaitosci. Rozwaza sie pola
wektorowe, kowektorowe i ogélnie tensorowe dowolnego typu. Termin pole
oznacza, ze (przynajmniej lokalnie) punktom rozmaitosci przypisane sa obiekty
danego typu na przyktad wektory lub inne tensory i przyporzadkowanie to
spelnia warunki regularnosci. Jesli teraz z kazda przestrzenig styczng T, M
zwigzemy iloczyn skalarny g, : T,M x T,M — R, to dostaniemy wlasnie tensor
metryczny — wiemy juz, ze jest to tensor typu (0,2). Tak naprawde jest to pole
tensorowe, lecz w przypadku rozmaitosci terminy tensor i pole tensorowe
uzywane sg wymiennie. Jak przystato na iloczyn skalarny tensor metryczny
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wyznaczony jest przez wspotczynniki tradycyjnie oznaczane g;; = g(e;, €;), gdzie
ey, ...e, sa wektorami bazowymi w przestrzeni stycznej. Tym razem
wspoltcezynniki sa funkcjami zmiennej p, lecz rzadko sie to wyraznie zaznacza
odwotujac sie do domyslnosci czytelnika.

Rozmaito$é z tensorem metrycznym to jest wtasnie rozmaitosé riemannowska,
sam tensor metryczny bywa tez nazywany tensorem Riemanna. Co daje nam ten
obiekt? W kazdej przestrzeni stycznej mamy odleglo$é i wszystkie tego
konsekwencje. Czy jednak na samej rozmaitosci da sie co$ sensownego zrobié?
Chociaz tensor metryczny na kazdej przestrzeni stycznej zadaje inny iloczyn
skalarny, to jednak ze wzgledu na regularno$¢ pozwala na obliczanie dlugosci
krzywej na rozmaitosci. Klasyczny wzor na dlugosé dla krzywej a : (a,b) — R®
ma postaé

b
(7) "(a) = / o ()] de.

Na rozmaitosci norme zastepuje tensor metryczny. Majac dlugosé mozna
zdefiniowaé odleglo$é dwoch punktow jako infimum diugosci krzywych taczacych
te punkty. Jak jest odleglosé, to sa tez izometrie, czyli odwzorowania
zachowujace odlegtosci. Mozemy wskazaé krzywe pelniace role linii prostych,
czyli realizujace najkrétsza droge pomiedzy punktami. Trzeba tylko szybko
dodaé, punktami nie za bardzo odleglymi, albo inaczej, dostatecznie bliskimi.
Geodezyjne, bo tak nazywaja sie te linie, mozna scharakteryzowaé¢ na wiele
sposobow. Na przyktad, jesli geodezyjna przechodzaca przez punkt p zrzutujemy
sprostopadle” na przestrzen styczna, to otrzymamy prosta (a moglaby powstaé
inna krzywa). Cudzystow oznacza, ze prostopadlosé jest zwiazana z intuicja
powierzchni dwuwymiarowej. W rzeczywistosci dla rozmaitosci riemannowskiej
okredla sie odwzorowanie oznaczane exp. Najpierw wybieramy niewielkie
otoczenie zera w przestrzeni T, M. Z wektorem v z tego otoczenia zwigzana jest
jednoznacznie geodezyjna v o wlasnosciach v(0) = p oraz 7/(0) = v. Nastepnie
przyjmujemy exp(v) = v(1). Odwzorowanie exp przeksztalca otoczenie zera

w przestrzeni stycznej na otoczenie punktu p na rozmaitosci.

Tensor metryczny odpowiada za zakrzywienie rozmaitosci. Dla powierzchni
prowadzi to do wspomnianej juz krzywizny Gaussa. W wyzszych wymiarach
wykorzystujemy tensory krzywizny. Istnieje wiele sposobéw ich konstrukeji.
Postepujemy na przyklad tak (por. [2]). Wybieramy punkt p € T,M i rozwazamy
dwuwymiarows powierzchni¢ & C T, M oraz baze¢ ortonormalng u, v dla &.
Definiujemy krzywe

(8) ¢r(0) = exp(rcos(f)u + rsin(f)v).

Sa to rzuty okregéw wokol zera w przestrzeni stycznej na rozmaitosé. Dowodzi
sie, ze dlugos$é tak powstalej krzywej mozna zapisaé

(9) ler) =2mr(1 — %TQ +0(r?)).

Liczbe K (p,&) nazywamy krzywizna sekcyjna rozmaitosci w punkcie p albo
krzywizng w dwukierunku &. Gdy M jest powierzchnia, to krzywizna sekcyjna
staje sie po prostu krzywizng Gaussa. Zamiast K (p,§) piszemy tez K (p,u,v) lub
stradycyjnie” K(u,v) bez punktu p. Wykorzystujac krzywizne sekcyjna
przeprowadzamy dalsze konstrukcje — krzywizne skalarng

(10) R= ZK(ei,ej)

dla bazy ortonormalnej ey, ..., e, w przestrzeni styczne;j.

Stad juz jest blisko do tensora krzywizny Ricciego. Najpierw definiujemy
(11) Ric(u,u) =Y~ K(e;,u).

Nastepnie stosujemy standardowe sztuczki linearyzacji i symetryzacji
(12) Ric(au, au) = a*Ric(u, u),

(13) Ric(u,v) = i(Ric(u +v,u+v)—Riclu—v,u—v)).
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Przy okazji wyjasniliSmy sens symboli wystepujacych w réwnaniach
Einsteina (6): R;; sa wspdlczynnikami tensora Ricciego, R jest krzywizng
skalarna, natomiast 7;j; ma znaczenie fizyczne, jest to tensor energii-pedu.

Przy tak skrotowym opisie trudno wyrobié sobie geometryczne intuicje
wprowadzonych poje¢. W prostych przypadkach da sie cos jednak zauwazy¢. Na
przyklad dla rozmaitoéci S? x R krzywizna sekcyjna K (p, &) = 1, gdy & jest
styczna do S? oraz K(p,¢) = 0, gdy ¢ zawiera styczna do R.

Czytelnik niewtajemniczony w tematyke zastanawia sie, po co to wszystko? Na
0g6t bez solidnego przygotowania trudno odpowiedzieé¢ na to pytanie. Nalezatoby
glebiej wejé¢ w geometrie przestrzeni Riemanna.

Stosunkowo niedawno tensor Ricciego znalazl sie w centrum zainteresowan nie
tylko specjalistow z geometrii rozniczkowej i fizykéw. Pewne pomysty zwiazane
z tensorem Ricciego daly nadzieje topologom na rozwiazanie trudnych
probleméw, z ktéorymi zmagali sie od wielu lat — w szczegblnosci hipotezy
Poincarégo.

Rozmaitosci S? x R,S2,R3 lacza pewne cechy topologiczne: wszystkie
przestrzenie sa jednospdjne, co oznacza, ze kazda petla w tych rozmaito$ciach
jest sciagalna do punktu. Udowodniono, ze z doktadnoscia do dyfeomorfizmu sg
to jedyne jednospéjne rozmaitosci trojwymiarowe z nieujemng krzywizna
sekcyjng. Zauwazmy, ze wéréd nich tylko S3 jest zwarta. Taki rezultat daje
nadzieje na nowa charakteryzacje sfery trojwymiarowej. W ten sposéb zblizamy
sie do hipotezy Poincarégo. Przypomnijmy jej sformutowanie:

Tréjwymiarowa rozmaitoSé zwarta, spdjna i jednospdjna jest homeomorficzna ze
sferq tréjwymiarowg.

Hipoteza opierata si¢ intensywnym atakom matematykoéw, chociaz udalo sie
rozstrzygnaé jej niemal wszystkie uogoélnienia. Wymyslne metody topologiczne
zawodzily. Nowa sytuacja powstala, gdy przeformutowano hipoteze na jezyk
geometryczny z wykorzystaniem struktur riemannowskich i tensoréw krzywizny.

Opisalismy juz niemal wszystkie pojecia pozwalajace na nowe sformulowanie
problemu. Potrzebny jest jeszcze jeden termin — metryka Einsteina. Jest to po
prostu metryka o stalej krzywiznie Ricciego, a dokladniej dla metryk Einsteina
prawdziwa jest zaleznosé Ric(u, v) = ag(u,v). Liczba a jest ta stala krzywizna.
Metryki Einsteina s elementami szczegdlnymi w rodzinie metryk Riemanna.
Znawcy ogélnej teorii wzglednosci wiedza, ze sa punktami krytycznymi dla
funkcjonatu okreslonego na przestrzeni metryk Riemanna na danej rozmaitosci,
nazywanego dziataniem Einsteina-Hilberta.

Wykorzystujac wyréznione cechy metryki Einsteina udato sie pokazaé, ze

Jesli (M, g) jest tréjwymiarowq rozmaitosciq zwarta, spdjng i jednospdjng
z metrykq Finsteina, to jest izometryczna ze sferq tréjwymiarowgq.

Dzieki temu hipoteza Poincarégo przyjmuje nowa dos$¢ niezwykta postaé

Kazda zamknieta (czyli zwarta i spdjna) tréjwymiarowa rozmaitosé jednospdjna
ma metryke Einsteina.

Wydaje sie, ze jest to komplikowanie sytuacji. A jednak! Inne spojrzenie okazato
sie bardzo owocne. Najpierw William Thurston pod koniec lat siedemdziesiatych
XX wieku postawil hipoteze o rozktadzie trojwymiarowej rozmaitosci na
kanoniczne geometryczne kawalki — jest to hipoteza geometryzacyjna Thurstona.
A w latach osiemdziesiatych powstal program, ktérego realizacja doprowadzitaby
nie tylko do dowodu hipotezy Poincarégo, lecz takze do pelnego rozstrzygniecia
hipotezy geometryzacyjnej, co w rezultacie daloby klasyfikacje rozmaitosci
trojwymiarowych. Autorem programu nowego ataku na hipoteze Poincarégo
z wykorzystaniem tensora Ricciego jest Richard Hamilton, ktéry zaproponowat
badanie potokow (albo przepltywow) Ricciego. Polega to na zastosowaniu do
jednoparametrowej rodziny metryk riemannowskich réwnania postaci

Jg

E - —2R1C(t>, g(O) = 9o-
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Sam Hamilton uzyskal kilka ciekawych rezultatéw dowodzac na przyktad, ze jesli
rozmaitos$é trojwymiarowa ma metryke z dodatnig krzywizng Ricciego (czyli
Ric(U,U) > 0, dla U € T,M), to dopuszcza metryke Einsteina. Gloéwnie dzieki
pracom Grigorija Jakowlewicza Perelmana program zostal zrealizowany:
udowodniono klasyczna hipoteze Poincarégo i hipoteze geometryzacyjna.
Klasyfikacja rozmaitosci trojwymiarowych stala sie faktem. Wykorzystanie
tensoré6w pozwolito na rozwiazanie probleméw, ktore, wydawaloby sie, sa

z zupetnie innej bajki. Takich przykladow jest znacznie wiecej. . .
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