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Ile jest gwiazd?

Oto wykres funkcji #:
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Dla tych, ktorzy wola liczby od rysunkow, to samo w postaci tabelki:
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To np. jest pigcioramienna gwiazda; ma

(jak widac¢) pigé rogéw.

Co to za funkcja? Specjalisci z ubieglorocznej CKE odrzekna, ze to wielomian
trzeciego stopnia, bo ma trzy miejsca zerowe — ale co odpowie uczen? Uczen
zapewne zmodyfikuje pytanie i bedzie chcial wiedzie¢, skad sie ta funkcja wziela.

Odpowiem (prawie zgodnie z prawda), ze jest to funkcja uzyskana empirycznie
przez rysowanie gwiazd o danej liczbie rogéw i zliczanie, ile tez ich jest.

Powstanie pytanie, a co to takiego jest gwiazda. Mozna ja zdefiniowaé tak.

Guwiazda to tlamana zamknieta, ktéra ma

o wszystkie odcinki rowne;

o wszystkie wierzcholki na (jednostkowym) okregu;
e jest od tego okregu dluzsza.

Nie trzeba zbytniej przenikliwosci, aby stwierdzi¢, ze boki lamanej odcinaja
na okregu tuki tej samej dlugosci i w konsekwencji wierzcholki gwiazdy o n
rogach (wygodniej méwié n-ramiennej) to wierzchotki n-kata foremnego, tyle
ze polaczone w inny sposob, niz w takim wielokacie — tu taczymy wierzchotki
niekolejne.
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Z liczba 7 wzglednie pierwsze (i wigksze
od 1, a mniejsze od 6) sg 2, 3, 4, 5.
Gwiazd siedmioramiennych powinno
by¢ zatem cztery, ale jakos dziwnie
przedstawiaja je tylko dwa rysunki.

o7

Teraz juz poprawnie z faktu, ze z liczba
8 wzglednie pierwsze sa mniejsze od

niej liczby 1, 3, 5 1 7, wnioskujemy, iz
o$mioramienna gwiazda jest tylko jedna.

Mozna, oczywiscie, nie zagladaé¢ i samemu
rozstrzygna¢ otwarty dotad problem, czy
rzeczywiscie funkcja ¢ kazda wartosé
przyjmuje co najmniej dwukrotnie.

Powstaje kolejne pytanie: czy taczac co drugi wierzchotek n-kata foremnego,
otrzymamy odcinek, ktérego n-krotnosé bedzie dla kazdego n wigksza od
dhugosci okregu, w ktéry ten n-kat jest wpisany. A wiec, jak zachowuje sie

. . U ’ ;. . . . ™
funkcja n - 2sin —, a w szczegdlnodei, czy dla kazdego n jest nsin — > .
n n

Gdy to juz rozstrzygniemy, powstanie kwestia, kiedy tamana taczaca co k-ty
wierzcholek n-kata foremnego zamknie si¢ dopiero po n odcinkach. To tez
nie bedzie bardzo trudne do rozstrzygniecia. Gdy tamana taka zamknie sig
po m odcinkach (m < n), bedzie to znaczylo, ze m tukéw, z ktérych kazdy

stanowi — okregu, daje pelng liczbe okregéw (na poprzednim rysunku ta liczba
n

wynosila 2). A wiec liczba

jest calkowita. Poniewaz zaréwno k, jak i m, sg mniejsze od n, wiec tak k,

jak m, maja z n wspolny dzielnik wiekszy od 1. Zatem gwiazde otrzymamy,
laczac co k-ty wierzcholek n-kata foremnego, dla k wiekszych od 1, mniejszych
od n — 1 i wzglednie pierwszych z n.

Zart zamieszczony na marginesie zwraca uwage na fakt, ze gdy otrzymamy
gwiazde n-ramienng dla pewnego k, to te¢ sama gwiazde bedzie mozna otrzymad
dla n — k — bedzie ona tylko obiegana w przeciwng strone.

I stad wida¢ juz, jak wykonac¢ tabelke czy wykres z poprzedniej strony. Trzeba
kolejno bra¢ liczby naturalne, sprawdzaé, jakie liczby sa z nimi wzglednie
pierwsze i rysowaé gwiazdki, a ich liczbe odnotowywaé na wykresie lub

w tabelce.

No nie, chyba nikt mi nie uwierzy, ze w ten sposéb ,dojechalem” do

92 wierzcholkow. Jak wiec to zrobié¢ szybciej? Nalezy postuzyé sie funkcja ¢
Eulera. Jej wartosci to liczba liczb wzglednie pierwszych z argumentem.
Uzywajac tej funkcji, mozemy napisa¢ wzor na liczbe gwiazd.

Liczba gwiazd n-ramiennych to @ —1.

Sliczny wzér, ale jak obliczaé Jego wartosci nie ,na piechote¢”? W tym miejscu
potrzebne jest BARDZO WAZNE SPOSTRZEZENIE, nie dla wszystkich
oczywiste:

jesli k i 1 sqg wzglednie pierwsze, to wsrod liczb podzielnych przez k co l-ta liczba
jest podzielna przez l,

a wiec wsrdd liczb podzielnych przez 15 co druga dzieli si¢ przez 2, co czwarta
przez 4, co siddma przez 7, co 6sma przez 8, a co trzydziesta sibdma przez 37
itd. Ta bardzo wazna informacja daje sie formalnie uzyska¢ przez zajmowanie sie
kongruencjami. Wydaje mi si¢ jednak, ze mozna ja pozyska¢ z uczniami niejako
»przyrodniczo”.

Gdy juz dysponujemy BWS, mozemy sprawnie obliczaé¢ wartosci ¢(n). Zajmijmy
sie rozkladem liczby n na liczby pierwsze. Niech to bedzie n = pi™ - py? - ... - p*.
Wiemy, ze przez p; dzieli sie co pi-sza liczba — zatem na p; kolejnych liczb

przez pp nie dzieli sie p; — 1 liczb. Wér6d nich na ps kolejnych liczb przez po

nie dzieli si¢ po — 1 liczb, itd. Zatem liczb niemajacych wspélnych, wiekszych

od 1, dzielnikéw z n (czyli niepodzielnych ani przez p;, ani przez po, ani ..., ani

przez p,) jest
(B () ()
p1 b2 o Pk

i to jest wlasnie przepis na obliczanie wartosci funkcji ¢ Eulera. Tak wtasnie
wypelnitem tabelke i wykonalem wykres.

Funkcja ¢ ma mndstwo pasjonujacych wlasnosci — warto zajrzeé np. do Ksiegi
liczb Conwaya i Guya, Elementarnej teorii liczb Marzantowicza i Zarzyckiego,
albo odwaznie do monografii Wactawa Sierpinskiego lub Wladystawa

Narkiewicza.
M. K.



