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Arnold B.H., Niven I., A correction,

Klopotliwe domniemania

Jarostaw GORNICKI, Rzeszéw

Oto dwa epizody ukazujace meandry matematycznej tworczosci.
Epizod I — Magia czasopisma

W 1949 roku na tamach The American Mathematical Monthly ukazal sie artykut
B.H. Arnolda pod tytulem ,,A topological proof of the fundamental theorem of
algebra", [1]. Pomyst pracy byl bardzo atrakcyjny. Autor zamierzal podaé¢ krotki
(liczacy jedynie 22 linie tekstu) dowod zasadniczego twierdzenia algebry

w oparciu o twierdzenie Brouwera o punkcie staltym.

Przypomnijmy tresé tych waznych rezultatow:

Twierdzenie 1 (zasadnicze twierdzenie algebry, C. Gauss, 1799, [2]). Kazdy
wielomian zespolony f(z) nie réwny tozsamosdciowo statej posiada miejsce zerowe.

Twierdzenie 2 (L.E.J. Brouwer, 1912, [3]) Kazde ciggte przeksztatcenie
kota Kr = {z € C: |z| < R} w siebie ma punkt staly.

Pomyst Arnolda byt nastepujacy: majac dany wielomian
f(2)=2"4ap 12" ' +... Farz+ao
(n>21,a;,€C,i=0,1,...,n — 1) okreslamy koto domkniete

n—1
Kr={z€C:|z|] < R} gdzie R:2+Z\ai|22.
i=0
Liczbe zespolong przedstawiamy w postaci z = re®,0<0<2mr>0
i definiujemy funkcje g : Kr — Kg

f(z)
? frigeener dalE <L
9(z) = i)
# T Ra-in-1 dla 1 <|2| < R.

Jezeli g jest ciagta, to na mocy twierdzenia Brouwera istnieje punkt zy € Kp
taki, ze g(zo) = 20, czyli f(z0) = 0.

Subtelny btad w tej pracy, nieciagtosé funkcji ¢ w punktach odcinka z = r,
0<r<1,gdyn>1, zauwazyl J. Oxtoby.

Niech zp = @ = @(COSO +isin0). Elementy ciagu 2, = 42e'?"%),
k=1,2,..., naleza do okregu |z| = ‘/75 ilzg — 20| — 0, gdy k — +oo. Dla funkcji
hy(2) = €*=DO7 (0 < © < 27), przy n > 1,

lim ei(nfl)(Zﬂ'f%)% _

lim h,(zk) =
k——4o00 k—+oc0

— ! DTVZ _ cos((n — 1)7V2) + isin((n — 1)mV2) # ha(20) = €°.

Zatem dla n > 1 funkcja h,, nie jest ciagta w punkcie zg = g, a w konsekwencji
nie jest ciagla funkcja g.

B.H. Arnold i I. Niven (ten ostatni probowal uogélni¢ wynik Arnolda)
opublikowali w 1951 r. na tamach The American Mathematical Monthly [3]
krotka (bo zaledwie 6 linjkowa) notke stwierdzajaca, ze praca Arnolda zawiera
fundamentalny btad.

Mimo to praca Arnolda nie odeszla w zapomnienie i nadal jest przywolywana.
Klopot z nia polega na tym, ze jest ona bardzo sugestywna, a bltad w niej ukryty
jest trudny do zauwazenia. Nie pomaga nawet to, ze w 1952 roku M.K. Fort, Jr.
[4] podal poprawny dowod zasadniczego twierdzenia algebry w oparciu

o twierdzenie Brouwera o punkcie stalym (ta praca jest znacznie dtuzsza).
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Epizod II - Zauroczenie

W 1803 roku G.F. Malfatti zainspirowany pewnym praktycznym zagadnieniem
postawil nastepujacy problem [2]:

Problem Malfattiego. W irdjkat wpisaé trzy kota (o roztgcznych wnetrzach),
ktorych tgczna powierzchnia jest najwieksza.

Prowadzac algebraiczne i geometryczna rozwazania Malfatti doszedt do wniosku,
ze rozwiazaniem tego problemu sa trzy okregi, z ktérych kazdy jest styczny do
dwoéch pozostalych i jednoczesnie do dwoch bokéow trojkata.

Matematycy wspotczesni Malfattiemu nie zakwestionowali tej propozycji,

a zgodnie z éwczesnymi tendencjami swoja uwage skierowali na wskazanie jak
propozycje Malfattiego zrealizowaé przy pomocy cyrkla i linijki.

Wisrod entuzjastow geometrii popularnosé zyskalo nastepujace zadanie:

Zadanie. Przy pomocy cyrkla i linigki w trojkat wpisaé trzy okregi styczne do
stebie 1 do bokow danego trojkqta.

To trudne zadanie (prosze je zrobié¢ !) cieszylo sie duza popularnoscia. Rozwiazali
je matematycy tej miary co A. Cayley, J. Steiner, a ten ostatni uczynil to na
wiele sposobow (jedno z mozliwych rozwiazan mozna znalezé w Delcie 7/2004).

Pewna ciekawostka jest informacja, ze zadanie to i jego rozwiazanie pojawito sie
niezaleznie w kulturze japoiiskiej okoto 1772 roku, gdy Japonia znajdowala sie
w stanie oficjalnej izolacji (w latach 1639-1868).

Gdy ostablo zainteresowanie geometrig elementarna problem Malfattiego zostat
zapomniany na blisko 130 lat. Sen o istnieniu rozwigzania problemu Malfattiego
przerwali w 1930 roku H. Lob i H'W. Richmond [3], podajac prosty
kontrprzyktad: w trojkacie réwnobocznym wieksza powierzchnie obejmuja okregi
z rysunku 1, niz okregi utworzone wedlug pomystu Malfattiego (rys. 2)!

Jeszcze lepiej jest to widoczne w trojkatach "dtugich" i "cienkich" (rys. 3).
Powierzchnia kot z rysunku wyzej jest niemal dwa razy wieksza niz powierzchnia
kot z rysunku nizej.

Rys. 3

W 1967 roku M. Goldberg [4] wykazal, Zze domniemanie Malfattiego nigdy nie
jest rozwigzaniem problemu Malfattiego! Sprawe ostatecznie wyjasnili
matematycy ukrainscy V.A. Zalgaller, G.A. Los’ [5] w 1992 roku (dowiedzialem
sie o tym dzicki uprzejmosci profesorow K. Przestawskiego i Z. Switalskiego

z Uniwersytetu w Zielonej Gorze):

Twierdzenie 3 (V.A. Zalgaller, G.A. Los’, 1992). Niech 2c, 23, 27 bedg
miarami kgtow tréjkgta NABC przy wierzchotkach A, B, C, odpowiednio. Bez
straty ogolnosci rozwazan zatdzmy, ze 0 < a < B <y < 5. Wowczas

sposrod trzech wpisanych w trdjkat kot o roztgcznych wnetrzach maksymalng
tgczng powierzchnie majqg kota rozmieszczone w nastepujgcy sposcb. Koto Ky
jest wpisane w trajkgt ANABC. Koto Ks jest styczne do kota Ky i bokéw AB,
AC. Jesli sina > tan g, to koto K3 jest styczne do kota K; i bokéw BA, BC.
Jesli sina < tan g, to koto K3 jest styczne do kota Ko i bokéw AB, AC. (Gdy
sin @ = tan g, to istniejg dwa rézne rozmieszczenia kot wpisanych w trojkat,
maksymalizujgce ich tgczng powierzchnie.)
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