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Stowem nad zbiorem A nazywamy ciag elementéow aj ... a, z tego zbioru.
Zbiér A nazywamy alfabetem; w dalszym ciagu zakladamy zawsze, ze alfabet
jest skonczony. Notatka ta dotyczy teorii jezykéw, ktéra zajmuje sie zbiorami
stéw (zwanymi jezykami). Tytulowe twierdzenie Schiitzenbergera méwi o
zwiazkach wyrazen regularnych z teoria polgrup.

Wyrazenia regularne sg sposobem opisywania jezykow. Pozwalaja one na
uzywanie do opisu jezyka poza elementami alfabetu napiséw postaci a + b
(co oznacza, ze wystepuje litera a lub litera b), postaci a* (co oznacza
wystepowanie ciggu dowolnej — by¢ moze zerowej dlugosci liter a) oraz
pozwalaja na konkatenacje (czyli dopisywanie jednego stowa na konicu drugiego).
Kazdy jezyk skonczony opisuje si¢ wyrazeniem regularnym. Rozwazmy dla
przyktadu wyrazenie

(a+b)*ala+b)*.
Wyrazenie to opisuje stowa, ktére mozna podzieli¢ w nastepujacy sposéb.
Najpierw jest ciag (a + b)*, a wiec ciag liter a albo b dowolnej (byé moze
zerowej) dlugosci. Nastepnie wystepuje litera a. Pdzniej znowu mamy ciag
(a + b)*, a wiec pewna ilo$¢ liter a albo b. Inaczej méwiac, powyzsze wyrazenie
opisuje slowa nad alfabetem {a, b}, w ktérych co najmniej raz wystepuje litera
a. Latwo zauwazy¢, ze ten sam jezyk mozna opisa¢ wyrazeniem

b*a(a + b)*.
W dalszej czesci notatki nie bedziemy rozrdzniali wyrazenia od jezyka przez nie
opisywanego.

Mamy nastepujacy cel: chcemy z kazdym jezykiem L skojarzy¢ pewng
polgrupe Sp, tak aby wlasnodci jezyka L odpowiadaly wlasno$ciom
potgrupy Sp. Kluczem do tej pélgrupy sa tak zwane ,rodzaje” stéw.

Rozwazmy dla przykladu jezyk

L ="b"ab"ab*a(a +b)*.
Do jezyka tego naleza stowa, w ktérych litera a wystepuje co najmniej trzy
razy. Z punktu widzenia jezyka L wszystkie stowa dziela sie na cztery rodzaje.
Sa slowa, w ktérych a wystepuje odpowiednio 0, 1,2 albo co najmniej 3 razy.
Tak wiec rodzaje stéw mozemy utozsamiaé z liczbami 0,1,2,3. Co wiecej, na
rodzajach tych mozemy okresli¢ operacje dwuargumentowa: jest to dodawanie
z maksimum 3 (czyli jako jego wynik bierzemy mniejsza z liczb: zwykla suma
i 3). Operacja ta odpowiada konkatenacji stéw; jest ona laczna, a wiec zbiér
rodzajéw {0,1,2,> 3} wraz z powyzsza operacja tworzy pélgrupe. Pélgrupa ta
jest tzw. pélgrupa syntaktyczna jezyka L.

Teraz podamy formalna definicje rodzaju oraz pélgrupy syntaktycznej. Niech L
bedzie jezykiem nad alfabetem A. Powiemy, ze dwa stowa u, v’ nad alfabetem
A s3 tego samego rodzaju z punktu widzenia jezyka L — co oznaczamy przez

u ~y, u' — jedli dla kazdych stéw v, w nad alfabetem A, zachodzi

vuw € L  wtedy i tylko wtedy, gdy vu'w € L.
A wiec nie mozna rozréznié stéw u, u’ poprzez wstawianie w konteksty
postaci v?w oraz pytanie, czy wynik nalezy do L. Latwo zauwazy¢, ze relacja
~ jest réwnowaznoS$cig, a nawet kongruencja: jezeli zachodzi u ~p v/, to:

wv ~p, ' oraz vu ~ vuly .

Wtlasnoéé powyzsza uzasadnia poprawnosé nastepujacej definicji potgrupy
syntaktycznej Sp: elementami pélgrupy sa klasy abstrakcji relacji ~,, za$
wynikiem operacji na klasach abstrakcji stéw u oraz v jest klasa abstrakcji
konkatenacji uv tych stéow. Lacznosé tej operacji wynika z tacznosci konkatenacji,
oraz z tego, ze ~p, jest kongruencja. Co wiecej, Sy, jest nawet polgrupa

z jedynka, gdyz klasa abstrakcji stowa pustego jest jedynka w Sp,.
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Oczywidcie, polgrupa syntaktyczna Sy, moze byé¢ nieskoniczona, jezeli jezyk L
jest skomplikowany (musi by¢é jednak przeliczalna, poniewaz stéw nad A jest
przeliczalnie wiele). Na przyklad, jezeli L jest jezykiem

{a"V" :n >0},
to kazde dwa stowa postaci a® oraz a’ sa innego rodzaju, o ile i # j.

Okazuje sie, ze pélgrupa L jest skoniczona wtedy i tylko wtedy, gdy jezyk L jest
regularny, to znaczy opisuje sie wyrazeniem regularnym. Wynik ten nazywa sie
twierdzeniem Kleene’go.

Tak wiec polgrupy skonczone odpowiadajg w sposéb naturalny jezykom
regularnym. Powstaje naturalne pytanie: czy wlasnosci potgrup maja jakie$
przelozenie na wlasnosci jezykéw?

Podamy tutaj dwa przyktady takich wlasnosci.

Pierwszy przyklad jest bardzo prosty, a podany jest tylko dla rozgrzewki.
Powiemy, ze pdlgrupa S jest przemienna, jezeli dla dowolnych dwéch elementéw
s,t € S zachodzi st = ts. Z drugiej strony, jezyk L jest przemienny, jezeli
zamiana kolejnosci liter w stowie nie wplywa na nalezenie do L.

Twierdzenie. Jezyk L jest przemienny wtedy i tylko wtedy, gdy jego polgrupa
syntaktyczna Sy, jest przemienna.

Drugi przyklad jest o wiele bardziej ztozony i jest jednym z fundamentalnych
wynikow w teorii pélgrup skonczonych. Najpierw sformutujemy twierdzenie,
a potem zdefiniujemy pojawiajace sie w nim pojecia.

Twierdzenie Schiitzenbergera. Niech L bedzie jezykiem regularnym. Jezyk L
jest bezqwiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy jego pdlgrupa syntaktyczna Sy, mie
zawiera grupy.

Ponizej definiujemy odpowiednie pojecia:

e Jezyk bezgwiazdkowy. Jezyk nad alfabetem A nazwiemy
bezgwiazdkowym, jezeli mozna opisaé¢ go wyrazeniem bezgwiazdkowym.
Wyrazenie bezgwiazdkowe to takie wyrazenie, w ktorym nie mozna uzywaé
gwiazdki L*, ale — uwagal — za to mozna uzywaé¢ dopelnienia A* \ L.

(W przypadku zwyklych wyrazen operacje dopelnienia mozna symulowaé za
pomoca pozostalych operacji, np. dla A = {a,b}

A*\a=A"DA* + aa”.
Gdy jednak zabroniona jest gwiazdka, uzupelnienie staje si¢ kluczowa
operacja, ktéra pozwala definiowaé jezyki nieskoficzone.)

e Pélgrupa zawierajgca grupe. Powiemy, ze pélgrupa S zawiera grupe
G, jezeli G jest obrazem homomorficznym pewnej podpélgrupy 7' C S. Na
przyklad S = {0,1, 2,3} z mnozeniem modulo 4 zawiera grupe, poniewaz
podpélgrupa T = {1,2} C S jest grupa (a wigc homomorfizm jest tu
identycznoscia). Mozna podaé przykady S, gdzie konieczne jest zaréwno
branie podpélgrupy, jak i obrazu homomorficznego.

Piekno twierdzenia Schiitzenbergera polega na tym, ze laczy ono w zaskakujacy
spos6b dwa naturalne, ale z pozoru niepodobne pojecia. Zgodnie z tym
twierdzeniem jezyk (aa)* nie jest bezgwiazdkowy (bo jego pélgrupa
syntaktyczna po prostu jest grupa), za$ omawiany wczesniej jezyk ,,co najmniej
trzy a” jest bezgwiazdkowy. Oto odpowiednie wyrazenie (ktére mozna by zreszta
zrekonstruowaé z dowodu twierdzenia):

y2dowolne stowo” = (A* \ 0)
wstowo z literg a” = ,,dowolne stowo” - a - ,,dowolne slowo”
wstowo bez litery a” = A* \ ,dowolne stowo”
,CO najmniej trzy a” = ,,dowolne stowo” - a - ,,dowolne stowo” - a-

- ,dowolne stowo” - a - ,,dowolne stowo”.

23



