Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XXXVII Szkole Matematyki Pogladowej
Algebraiczne Mocarstwo, sierpienr 2006.

Numerowanie szeScianu
Wojciech GUZICKI, Warszawa

Uczestnicy zawodéw II stopnia XLV Olimpiady Matematycznej (bylo to 26
lutego 1994 r.) musieli zmierzy¢ sie z nastepujacym zadaniem:

Zadanie 4. Kazdemu wierzchotkowi sze$cianu przyporzadkowano liczbe 1
lub —1, a kazdej $cianie — iloczyn liczb przyporzadkowanych wierzchotkom
tej Sciany. Wyznaczy¢ zbior wartoéci, ktére moze przyjaé suma 14 liczb
przyporzadkowanych Scianom i wierzchotkom.

Popatrzmy na przyktad wyjasniajacy, o co chodzi w zadaniu. Wierzchotkom
zaczernionym przyporzadkowujemy liczbe 1, wierzchotkom oznaczonym
koteczkiem z bialym wnetrzem przyporzadkowujemy liczbe —1. Wéwcezas szeéciu
Scianom przyporzadkowujemy liczby pokazane na rysunku:

Zauwazmy, ze suma liczb przyporzadkowanych wierzchotkom wynosi 0, a suma
liczb przyporzadkowanych §cianom wynosi —2. Zatem suma wszystkich 14 liczb
przyporzadkowanych Scianom i wierzchotkom wynosi tez —2.

Naszkicujemy teraz jeden z najprostszych sposobéw rozwiazania (tzw.
rozwiazanie wzorcowe). Kazdy uklad liczb przyporzadkowanych wierzchotkom
powstaje z uktadu samych jedynek przez zamiane niektérych jedynek na

liczby przeciwne. Popatrzmy, jak zmienia sie suma naszych 14 liczb, gdy jedna
jedynke w wierzchotku zastapimy liczba przeciwna. Wybrany wierzcholek jest
wierzchotkiem trzech Scian. Kazdej z tych trzech Scian jest przyporzadkowana
liczba 1 lub —1. Wystarczy popatrzeé, jak zmienia si¢ suma czterech liczb: liczby
przyporzadkowanej wybranemu wierzchotkowi i liczb przyporzadkowanych trzem
sasiadujacym z nim $cianom. Te dane zostaly zebrane w nastepujacej tabelce:

Przed zmiana Po zmianie

Wierzchotek | Sciany Suma | Wierzchotek | Sciany Suma | Réznica
1 1, +1,+1 | 4 -1 —1,-1,-1 | —4 -3
+1 +1,+1,-1 2 -1 -1,-1,+1 | =2 —4
+1 +1,—-1,—-1 0 -1 —-1,+1,+1 0 0
T1 1,-1,-1 | —2 -1 T1,+1,+1 | 4 8

W pierwszej kolumnie mamy liczby przyporzadkowane wybranemu
wierzchotkowi przed zmiang (sa one réwne 1). W drugiej kolumnie znajduja

sie liczby przyporzadkowane trzem Scianom sasiadujacym z tym wierzchotkiem.
Mamy cztery mozliwosci przyporzadkowania liczb tym trzem Scianom: liczba
$cian, ktorym przyporzadkowano liczbe —1 moze by¢ jedna z liczb 0,1,2,3.

W trzeciej kolumnie mamy sume czterech liczb z pierwszych dwéch kolumn.

W czwartej kolumnie mamy liczby przyporzadkowane wybranemu wierzchotkowi
po zmianie (sa one réwne —1). Po zmianie jedynki w wybranym wierzcholtku
na —1 wszystkie liczby przyporzadkowane tym trzem Scianom réwniez zmienia
sie na przeciwne. Te liczby znajduja sie w piatej kolumnie. W széstej kolumnie
znajduje sie suma liczb z czwartej i piatej kolumny, a w siddmej mamy réznice
liczb z trzeciej i szostej kolumny. To jest wlasnie réznica miedzy naszymi
sumami 14 liczb wynikajaca ze zmiany liczby w jednym wierzchotku. Tabelka
pokazuje, ze suma wszystkich 14 liczb zmienia si¢ o wielokrotnosé liczby 4.
Poczatkowy uktad samych jedynek daje sume rowna 14. Stad wynika, ze
jedynymi dopuszczalnymi sumami sa liczby: 14, 10, 6, 2, —2, —6, —10, —14.

Nietrudno zauwazy¢, ze sumy 10 i —14 sg niemozliwe do uzyskania. Suma
—14 musiataby powstaé¢ z samych liczb —1. Ale jesli w kazdym wierzchotku
umiescimy liczbe —1, to kazdej Scianie przyporzadkujemy liczbe 1 i suma
wszystkich liczb bedzie rowna —2. Suma 10 musialaby powstaé¢ z dwunastu
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jedynek i dwoch liczb —1. Mamy zatem dwie mozliwosci: w jednym lub w dwdéch
wierzchotkach umieszczamy liczbe —1. Mozna tatwo zauwazyé, ze w pierwszym
przypadku trzem Scianom przyporzadkowujemy liczbe —1 (co daje sume 6),

a w drugim co najmniej jednej $cianie (takich $cian bedzie nawet wiecej: 2, 4 lub
6 w zaleznosci od rozmieszczenia tych dwdch wierzchotkéw) przyporzadkujemy
—1 (i znéw suma bedzie rézna od 10). Nietrudno tez pokazaé przyklady
przyporzadkowan dajacych pozostale sumy; takie przyporzadkowania pokazemy
w dalszym ciagu.

Mamy wiec odpowiedz: poszukiwanym zbiorem wartosci jest zbiér liczb
14,6,2, —2,—6, —10.

Inne sposoby rozwiazania

Sposdb 1. Mozna przeanalizowaé po kolei wszystkie sposoby rozmieszczenia
liczb +1 i —1 w wierzchotkach szescianu. Istnieje wtedy 256 przypadkow. Przy
zalozeniu ze przeanalizowanie kazdego z tych przypadkow zajmie ok. 1 minuty,
rozwigzanie zadania zajmie ok. 4 godz. 15 min. Pamietajmy, ze zawodnicy mieli
5 godzin na rozwiazanie trzech zadan. Jesli wiec ktos pierwszego dnia rozwiazal
dwa zadania i przypuszcza, ze rozwiazanie jeszcze jednego da mu upragniony
awans do finalu, to moze sprobowac. . .

Sposdb 2. Zamiast rozwazania wszystkich przypadkéw mozemy ograniczyé sie
tylko do przypadkéw istotnie réznych, tzn. utozsamié przypadki identyczne.
Za identyczne uwazamy takie rozmieszczenia liczb +1 i —1 w wierzchotkach
szescianu, ze jedno z tych rozmieszczen mozna otrzymac z drugiego przez
odpowiedni obrét (ew. odpowiednig izometrie) szescianu. Na przyktad
rozmieszczenia

oraz

P e

e
uwazamy za identyczne (nadal przyjmujemy umowe, ze wierzchotkowi
zaczernionemu przyporzadkowujemy jedynke, a wierzchotkowi z bialtym
wnetrzem liczbe —1). Znalezienie odpowiedniego obrotu szescianu pozostawimy
Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Okazuje sig, ze jesli utozsamiamy takie rozmieszczenia liczb 11 —1

w wierzcholkach sze$cianu, ze jedno mozna otrzymac z drugiego za pomoca
obrotu, to istnieja 23 istotnie rézne rozmieszczenia. Na ponizszym rysunku
widzimy je wszystkie (wewnatrz kazdego szescianu zostala umieszczona liczba
bedaca suma rozwazanych 14 liczb).
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Zauwazmy, ze w sSrodkowym wierszu znajduja sie wszystkie szesciany
zapowiedziane w rozwiazaniu wzorcowym. Rysunek ten pokazuje tez, ze

istotnie sumy 10 i —14 sa niemozliwe do uzyskania. Jesli natomiast utozsamimy
rozmieszczenia izometryczne, to okaze sie, ze beda tylko 22 rézne rozmieszczenia.
Cwiczeniem dla Czytelnika jest znalezienie na powyzszym rysunku dwéch
rozmieszczen utozsamianych przez pewng symetrie plaszczyznowa.

W tym sposobie rozwiazania istotnym problemem jest pokazanie, ze te 23
przypadki istotnie wyczerpuja wszystkie mozliwosci. Wielu zawodnikéw nie
poradzilo sobie z tym problemem. Dowody na ogdt zawieraly luki, a nawet
zdarzaly sie ,,dowody” pokazujace, ze liczba wszystkich przypadkéw jest
rozna od 23. Niektorzy zawodnicy obliczali, ile jest réznych rozmieszczen
odpowiadajacych kazdemu z tych 23 przypadkéw. Po wykazaniu, ze otrzymali
lacznie 256 rozmieszczen, wnioskowali, Ze sa to rzeczywiscie wszystkie
mozliwosci. Odpowiednie liczby rozmieszczen w kazdym przypadku zostaly
umieszczone wewnatrz kazdego sze$cianu na ponizszym rysunku:

L C/ o—=6
g w2 0 | .0 P e
E w2l o0 | B ,ct ,,3 I

Niestety, niektérzy zawodnicy nie umieli poprawnie obliczy¢ liczby wszystkich
rozmieszczen w kazdym ze znalezionych przypadkow, co réwniez czynito ich
rozwigzania niekompletnymi.

Powstaje zatem naturalne pytanie, czy mozna w jaki$ sposéb obliczyé, ile
jest istotnie réznych sposobdéw rozmieszczenia dwdch liczb w wierzchotkach
szescianu. Inaczej mowiac, pytamy o to, ile jest geometrycznie odréznialnych
kolorowan wierzchotkéw sze$cianu dwoma kolorami. Oczywiscie pojecie
geometrycznej odréznialnosci zalezy od tego, jakie przyjmiemy utozsamienia,
czyli jaka podgrupe grupy izometrii szeScianu bedziemy rozpatrywaé. Najpierw
zajmiemy sie grupag obrotéw szescianu, ktéra teraz opiszemy.

Grupa obrotéw szescianu

Istnieja trzy rodzaje obrotéw szedcianu: wokdt osi przechodzacych przez srodki
przeciwleglych $cian, wokél osi przechodzacych przez srodki przeciwleglych
krawedzi oraz wokdél osi zawierajacych przekatne szescianu. Ostatnim elementem
grupy obrotéw sze$cianu jest oczywiscie przeksztalcenie identycznosciowe.

Przyjrzyjmy si¢ najpierw obrotom wokét osi przechodzacej przez srodki
przeciwleglych $cian (zgodnie z oznaczeniami przyjetymi na nastepujacym
rysunku beda to Sciany 1234 oraz 5678):
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Obroty o0 90° i 270° generuja nastepujace permutacje wierzchotkow:
(1,2,3,4)(5,6,7,8) oraz (1,4,3,2)(5,8,7,6).

Obrot o 180° generuje permutacje (1,3)(2,4)(5,7)(6,8).

Obroty wokét osi przechodzacej przez srodki $cian 1265 1 4378 generuja

nastepujace permutacje:

(1,2,6,5)(3,7,8,4), (1,6)(2,5)(3,8)(4,7) oraz (1,5,6,2)(3,4,8,7).
Wreszcie obroty wokét osi przechodzacej przez srodki écian 1485 i 2376 generuja
permutacje:

(1,4,8,5)(2,3,7,6), (1,8)(2,7)(3,6)(4,5) oraz (1,5,8,4)(2,6,7,3).

Obrét o 180° wokét osi przechodzacej przez sSrodki krawedzi 15 i 37 generuje
permutacje (1,5)(2,8)(3,7)(4,6):
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Podobnie obroty wokét nastepnych pieciu osi tej postaci generujg nastepujace
permutacje wierzchotkow:

26 — 48 : (1,7)(2.6)(3,5)(4.8),
12— 78 ¢ (1,2)(3,5)(4,6)(7.8),
34— 56 : (1,7)(2.8)(3,4)(5,6),
14 — 67 : (1,4)(2,8)(3,5)(6,7),
23 — 58 : (1,7)(2,3)(4,6)(5.8)
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generuja permutacje wierzchotkow:
(1)(2,4,5)(3,8,6)(7) oraz (1)(2,5,4)(3,6,8)(7).

Obroty wokot osi zawierajacych pozostale przekatne szedcianu generuja
permutacje

2-38:(1,3,6)(2)(4,7,5)(8), (1,6,3)(2)(4,5,7)(8),

3—5:(1,6,8)(2,7,4)(3)(5), (1,8,6)(2,4,7)(3)(5),

4—-6:(1,3,8)(2,7,5)(4)(6), (1,8,3)(2,5,7)(4)(6).

)(6)

Wreszcie mamy permutacje identycznodciowa (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8).

Permutacje i kolorowania

Niech bedzie dany zbiér skonczony A. Kolorowaniem zbioru A nazwiemy
dowolna funkcje

c:A—{1,... k}.
Moéwimy tez wtedy, ze elementy zbioru A kolorujemy za pomoca k koloréw (jesli
nawet nie wszystkie kolory zostaly uzyte). Niech K bedzie zbiorem wszystkich
kolorowan zbioru A za pomocg k koloréw. Przypusémy nastepnie, ze dana
jest pewna grupa G przeksztalcen zbioru A na siebie (czyli podgrupa grupy
wszystkich permutacji zbioru A). Definiujemy dzialanie permutacji 7 € G na
kolorowania. Zaczniemy od przykladu. Niech A bedzie zbiorem wierzchotkéw
szescianu, ponumerowanych liczbami naturalnymi od 1 do 8. Mamy zatem

A=1{1,2,3,4,5,6,7,8}.

Niech nastepnie G bedzie grupa obrotéw szescianu. Doktadniej, G jest grupa
permutacji zbioru A generowanych przez obroty sze$cianu. Niech nastepnie
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zbiér {1,2, 3,4} bedzie zbiorem koloréw; mozemy np. przyja¢ umowe, ze 1
oznacza kolor bialy, 2 oznacza kolor czarny, 3 zielony i 4 czerwony. Rozwazmy
permutacje m generowana przez nastepujacy obrét szedcianu:
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Woéwczas 7= (1,2,3,4)(5,6,7,8). Niech nastepnie kolorowanie
c: A—{1,2,3,4} bedzie okreSlone w nastepujacy sposéb:
c(1)=2, ¢(2) =2, ¢(3) =4, ¢(4) =3, ¢(5) =4, ¢(6)=1, ¢(7) =2, ¢(8) =1.
Wreszcie niech d : A — {1,2,3,4} bedzie kolorowaniem powstajacym
z kolorowania ¢ ,,zgodnie z obrotem 7”:

Mamy wowczas

d(1) =3 =¢(
d(2) =2=¢(
d3) =2=¢(
d(4) =4=¢(
d(5)=1=¢(
d(6) =4 = ¢(
d(7)=1=¢(
d8)=2=1¢(7

Mozemy teraz przyjaé¢ definicje ogdlna.

Dzialanie grupy G na kolorowania
Definiujemy teraz grupe G* przeksztalcen zbioru K. Dla dowolnego
przeksztalcenia m € G definiujemy przeksztalcenie
™K —> K
wzorem m*(c) = c o 7. Wreszcie przyjmujemy
G ={r": meG}.
Cwiczenie. Jesli k > 2, 7,0 € G oraz 7 # o, to 7 # o*. W szczegdlnoéci
|G| = |G.
Dwa kolorowania ¢ i d uwazamy za identyczne (nierozréznialne ze wzgledu na
grupe (), jedli istnieje permutacja m € G taka, ze
d = 7"(c).
Naszym celem jest wyznaczenie liczby kolorowan rozréznialnych
(nieidentycznych) ze wzgledu na grupe G.

Orbita i stabilizator

Definicja. Jesli G jest pewna grupa permutacji zbioru A oraz a € A, to orbita
elementu a (ze wzgledu na grupe G) nazywamy zbiér

O(a) ={n(a) : ™€ G}.
Zatem naszym celem jest wyznaczenie liczby orbit grupy G* w zbiorze K.

Definicja. Niech G bedzie pewna grupa permutacji zbioru A i niech a € A.
Wowczas stabilizatorem elementu a nazywamy zbior

S(a)={me€G: w(a) =a}.



Nietrudno zauwazy¢, ze stabilizator elementu a jest podgrupa grupy G.
Udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat. Dla kazdego elementu a zbioru A zachodzi réwno$é

1S(a)] - 10(a)] = |G-

Dowdd. Niech O(a) = {by,...,b.}. Wybieramy takie przeksztalcenia
m,...,T € G, by

7r1(a) = bl, .. .,’R’T(a) = br.
Niech P = {m,...,m}. Oczywiscie |P| = |O(a)|. Pokazemy, ze kazde
przeksztalcenie m € G mozna przedstawi¢ jednoznacznie w postaci m = o o p,
gdzie o0 € P oraz p € S(a). To oczywiscie zakonczy dowdd.

Niech wigc m € G. Niech nastepnie m(a) = by, gdzie 1 < s < r. Zatem 7(a) =
7s(a). Przyjmijmy

0 = Tg, p:ﬂ;I oT.
Oczywiscie

Stom =m.

gop=mso(m,

Ponadto o = w5 € P. Pokazemy, ze p € S(a). Mianowicie

p(a) = (r;t om)(a) = m; H(w(a) = 7, (ms(a)) = a.
To dowodzi, ze przeksztalcenie m moze by¢é przedstawione w zadanej postaci.
Przypusémy teraz, ze

MgOpP=T4 0T,
gdzie 1 < s,t < r oraz p,7 € S(a). Woéwczas

(ms 0 p)(a) = (m¢ 0 7)(a),
7s(p(a)) = m(7(a)),
7s(a) = m(a),
bs = b,
s=1t.
Zatem 74 = Ty, skad oczywiscie wynika, ze p = 7, co konczy dowdd lematu.
Definicja. Niech G bedzie pewna grupa przeksztalcen zbioru A i niech 7 € G.
Wtedy charakterem przeksztalcenia 7 nazywamy liczbe tych a € A, dla
ktorych 7 (a) = a:
x(m)={a € A: 7(a) =a}.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. (Lemat Burnside’a) Niech G bedzie pewng grupa przeksztalcen
zbioru A. Wtedy liczba orbit w zbiorze A (ze wzgledu na grupe G) jest réwna

HG) = ﬁ -3 x(m):
TeG

Dowéd. Bedziemy zliczaé¢ na dwa sposoby liczbe elementow zbioru
X ={(m,a) e Gx A: w(a) =a}.
Dla kazdego m € G istnieje x () takich a € A, dla ktérych 7(a) = a, czyli (7,a) €

X. Zatem
X[ = x(m).
TeG

Z drugiej strony, dla kazdego a € A istnieje |S(a)| takich przeksztalcen 7, dla
ktérych 7(a) = a, czyli (7,a) € X. Zatem

X[ =" 1S(a)l.
a€A
Z poprzedniego lematu wynika, ze

6l 1
X1= 2ty =1 2 o



Przypusémy teraz, ze zbiér A zostal rozbity na r = t(G) orbit i niech by, ..., b,
beda reprezentantami tych orbit. Wéwczas

ol ¥ et X i
a€EA Jj= 1an(b) j= 11160(17)
T 1 r 1
= <m oZml) -2 (o 1oe1) -
=Y 1=r=c)
Zatem =
| X| =G| - HG),
czyli

G|-4(G) = > x(m),
TelG
skad natychmiast wynika teza lematu Burnside’a.

Przypu$émy teraz, ze dany jest zbiér A i pewna grupa G przeksztalcen zbioru
A. Rozwazamy zbiér K kolorowan zbioru A za pomoca k koloréw i grupe G*
przeksztalcen zbioru K. Woéwczas liczba orbit grupy G* jest rowna
1 1
t(G") = o Z x(o) = G Z x(77).

[ S
Dla dowolnego przeksztalcenia m € G cheemy obliczy¢ x(7*). Przypusémy zatem,
ze ¢ € K. Zauwazmy, ze nastepujace warunki sg réwnowazne:

T (c) = ¢,
conl= c,
c=com,

Va € A (c(r(a)) = c(a)).

Ostatni warunek jest réwnowazny temu, ze wszystkie elementy tego samego

cyklu (w rozkladzie permutacji 7 na cykle) sa pokolorowane tym samym
kolorem. Zatem, jesli z(7) oznacza liczbe cykli permutacji 7, to

x(x%) = k).

Zkzﬂ'

TeG

Stad otrzymujemy wzoér

Liczba kolorowan szeScianu
Przypomnijmy, ze grupa obrotéw szescianu sklada sie z nastepujacych 24
permutacji zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}:

(1,2,3,4)(5,6,7,8), (1,3)(2,4)(5,7)(6,8), (1,4,3,2)(5,8,7.6),

(1,2,6,5)(3,7.84), (1,6)(2,5)(3.8)(4.7), (1,5,6,2)(3,4,8,7)
(1,4.8,5)(2:3,7,6), (1,8)(2,7)(3,6)(4.5), (1,5,8,4)(2,6,7,3),
(1,5)(2,8)(3,7)(4,6),

(1,7)(2,6)(3,5)(4,8),

(1,2)(3,5)(4,6)(7.8),

(1,7)(2,:8)(3:4)(5,6),

(1,4)(2,8)(3,5)(6,7),

(1,7)(2,3)(4,6)(5.,8),

(1)(2:4,5)(3,8,6)(7),  (1)(2,5:4)(3,6,8)(7),
(1,3,6)(2)(4,7,5)(8),  (1,6,3)(2)(4,5,7)(8),
(1,6:8)(2,74)(3)(5),  (1,8,6)(2:4,7)(3)(5),
(1,3,8)(2,7,5)(4)(6),  (1,8,3)(2,5,7)(4)(6),
(M(2)3)(4)(G)(6)(7)(8)



Mamy zatem jedna permutacje majaca 8 cykli, 17 permutacji majacych 4
cykle i 6 permutacji majacych 2 cykle. Stad wynika, ze liczba istotnie réznych
kolorowan szescianu (tzn. rozréznialnych ze wzgledu na grupe obrotéw) za
pomoca m koloréow jest rowna

1
51-@n8+1ﬁn4+6wﬂy
Dla m = 2 otrzymujemy
1 552
28 41721 22 2 272 + 24 =2
24(+7 +6)2(56+7+)24 3

kolorowania. To dowodzi, ze kolorowania pokazane na poczatku wyktadu byty
istotnie wszystkimi geometrycznie odréznialnymi kolorowaniami szescianu za
pomocg dwbch kolorow.

W podobny sposéb obliczamy, ze dla m = 3 istniejg 333 kolorowania i dla m = 4
istnieje 2916 kolorowan.

Grupa izometrii szeScianu sktada sie z 48 przeksztalcen. Sa to wymienione
wyzej obroty oraz zlozenia tych obrotéw z jedna ustalong symetria
plaszczyznowa (np. generujaca permutacje (1,5)(2,6)(3,7)(4,8)). Dostajemy
w ten sposob 24 nowe permutacje:

(1,6,3.8)(2,7.4,5), (1,7)(2,8)(3.5)(4,6), (1,8,3,6)(2,5:4,7),
(1)(2,5)(3,8)(4)(6)(7),  (1,2)(3:4)(5,6)(7.8), (1,6)(2)(3)(4.7)(5)(8),
(1)(2)(3,6)(4,5)(7)(8),  (1,4)(2,3)(5,8)(6,7), (1,8)(2,7)(3)(4)(5)(6),
(1)(2:4)(3)(5)(6,8)(7),

(1,3)(2)(4)(5,7)(6)(8),

(1,3,8,6)(2,4,7,5),

(1,6,8,3)(2,5,7,4),

(1,3,6,8)(2,7,5,4),

(1,8,6,3)(2,4,5,7),

(1,2,3,7,8,5)(4,6), (1,4,3,7,6,5)(2,8),

(1,4,8,7,6,2)(3,5), (1,7)(2,3,4,8,5,6),

(1,5,6,7,3,4)(2.8), (1,5,8,7.3,2)(4,6),

(1,2,6,7,8,4)(3,5), (1,7)(2,6,5,8,4,3),

(1,5)(2,6)(3,7)(4,8).
Mamy wiec lacznie jedna permutacje majaca 8 cykli, 6 permutacji majacych 6
cykli, 21 permutacji majacych 4 cykle i 20 permutacji majacych 2 cykle. Liczba
istotnie réznych kolorowan szescianu (rozréznialnych ze wzgledu na cala grupe
izometrii) za pomoca m koloréw jest wiec réwna
1

5 - (m® + 6mS + 21m* + 20m?).

Dla m = 2 otrzymujemy
1056

1
(25462 2124 420-2%) = - (256 + 384 + 336 4 80) = — = =22
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kolorowania.

W podobny sposéb obliczamy, ze dla m = 3 istnieje 267 kolorowan i dla m = 4
istnieje 1996 kolorowan.

Zliczanie orbit za pomocg indeksu cyklowego

(Polya, de Bruijn)

Pokazemy teraz ogdlniejsza metode zliczania orbit, ktérej autorem jest G. Polya.
Niech 7 bedzie permutacja zbioru n-elementowego A. Liczbe cykli dtugosci @
permutacji m oznaczamy symbolem X;(7). Oczywiscie

Alm) = A(m) + .o+ Ap(m).



Niech G bedzie pewna grupg permutacji zbioru A. Indeksem cyklowym grupy
G nazywamy wielomian

Po(z1,29,...,2pn) = Z xi‘l(w)x;q(w) . xﬁ"(”).
TeG
Bez dowodu podamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. (Polya — 1937, de Bruijn — 1959, 1964; a takze w innej postaci
Redfield — 1927)

Niech A bedzie zbiorem n-elementowym i niech G bedzie pewna grupa
permutacji zbioru A. Niech K bedzie zbiorem kolorowan zbioru A za pomoca
m koloréw. Niech wreszcie wielomian

PG(xla:E27 e 7:671)
bedzie indeksem cyklowym grupy G. Wtedy liczba kolorowan zbioru A
rozréznialnych ze wzgledu na grupe G jest réwna

Pg(m,m,...,m).
Nastepnie liczba kolorowan (rozréznialnych ze wzgledu na grupe G), w ktérych
kolor 1 wystepuje k; razy, kolor 2 wystepuje ko razy itd. (przy czym oczywiscie

zachodzi r6wnos$é ki + ko + ... + kny = n), jest réwna wspélezynnikowi przy

ky ko k . . .
witwy? .. wym w wielomianie

m m m
2 n
W(wy,wa, ..., wy) = Pg E wi,g wi,...,g wi | .
i=1 =1 i=1

Wielomian W (wq,ws, ..., w,,) powstaje zatem z indeksu cyklowego
Pg(x1,29,...,2,) grupy G przez podstawienie:
T =W+ W2+ ...+ W,

2 2 2
To = W] +wWy + ...+ W,

Tp =w] +wy + ... +wy,.
Powyzsze twierdzenie zastosujemy do rozwiazania nastepujacego zadania.

Zadanie. Na ile sposobéw (rozréznialnych ze wzgledu na grupe obrotéw lub
grupe izometrii) mozna pokolorowaé¢ wierzcholki szescianu czterema kolorami,
po dwa wierzcholtki kazdego koloru?

A oto przyktad takiego kolorowania:

Nietrudno zauwazy¢, ze indeksem cyklowym grupy obrotow szescianu jest
wielomian

1
Po(x1, 29,23, 24) = ﬂ(ﬁ + 8.’17%5(53 + 930‘21 + Gx?l).

Natomiast indeksem cyklowym calej grupy izometrii szescianu jest wielomian

1
Po(x1,...,26) = 4_8(56? + 6xias + 8x3as + 1315 + S8wowe + 1227).

Przystepujemy teraz do rozwiazania zadania.

Przypadek 1. Grupa obrotéw szescianu.

Po dokonaniu podstawienia opisanego w twierdzeniu otrzymamy nastepujacy
wielomian W (wq, wa, ws, wy):

W (wy,we, ws, wy) =

2

1
= —((wl + wy + w3 + ws)® + 8(wy + wa + ws + wy) (W + w4+ wi +wi)+

24
F9(w? + wd + wf + w) + 6(w] + wh +wf + wh)?).

10



Nietrudno zauwazy¢, ze wspélezynnik przy wiwiwiwi jest réwny:

| |
i ((28?+9~(14ﬁ> = 114.
W tym przypadku istnieje zatem 114 istotnie réznych kolorowan.
Przypadek 2. Grupa izometrii szescianu.
Tym razem otrzymamy nastepujacy wielomian:
W (w1, we, ws, wy) :ig ((wl + wy + ws + wy) S+

+6(w1 + wz + ws + wa)* (w] +w] +w] +wi)?

+ 8(wy + wg + w3 + wa) (Wi + w3 +wi +wd)

+ 8(wi + wh + w3 + wi)(wh + w§ + wh + wh)+

+

2+

+ 13(w% + wg + w% + wi)4 + 12(w‘1L + w% + w§ + wi‘)2).

Wspélezynnik stojacy przy wiwswiw? jest tym razem réwny:

1 8! 4! 4!
E(W+6.6.2.W+13.W>687

skad wynika, ze istnieje 68 kolorowan rozréznialnych za pomoca grupy
wszystkich izometrii szescianu.

Wizystkie kolorowania sze$cianu czterema kolorami (po dwa wierzchotki kazdego
koloru) zostaly zebrane na ponizszym rysunku. W celu latwiejszego rozréznienia
tych kolorowan, zostaly one pogrupowane w 8 grup i kazda grupa otrzymalta
kod sktadajacy sie z trzech liczb. Pierwsza liczba oznacza liczbe krawedzi
majacych konce tego samego koloru. Druga liczba oznacza liczbe przekatnych
Scian o koncach tego samego koloru. Wreszcie trzecia liczba oznacza liczbe
przekatnych szescianu o jednakowych koncach. Wewnatrz kazdego szescianu

jest podana liczba kolorowan danego typu (tzn. liczba kolorowan, ktére mozna
otrzymac¢ z danego kolorowania za pomoca obrotéw). Na koniec parami obok
siebie zostaly umieszczone kolorowania symetryczne (tzn. rozréznialne za
pomoca grupy obrotéow i nierozréznialne ze wzgledu na grupe wszystkich
izometrii).

(4,0,0) (3,0,1) (2,2,0) (2,0,2)

p
3 4 4 6 6 6 6
O O o 04 o
e o «

(1,2,1) (0,4,0) (0,0,4)

12 f12 6
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