Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XXIX Szkole Matematyki Pogladowej

,Przestrzen”, Grzegorzewice, sierpien

2002.

Miesci si¢ wéréd nich takze normalnosé
i istnienie baz pewnego typu, ktérymi to
wlasnos$ciami daje sig¢ scharakteryzowadé
topologie metryzowalne.

Rys. 1. Funkcja f

Przestrzen metryczna
Jerzy MIODUSZEWSKI, Katowice

Dziekujac za zaproszenie umozliwiajace mi wygloszenie odczytu na temat
Uniwersalium umieszczonego w tytule odczytu, zastrzegam si¢ od razu na
poczatku, ze bedzie mowa jedynie o przestrzeniach metrycznych z osobna i to
w dodatku nieduzych. Wydaje sie, ze na liczbe pojedyncza, a wiec na godnosc,
jaka jest Uniwersalium, zastuzyla w matematyce jedynie prawdziwa Przestrzen,
nazywana Euklidesowa, z tym jeszcze zastrzezeniem, ze jest wymiaru 3. Innymi
uniwersaliami sa jeszcze Plaszczyzna i Prosta, majace jednak swoje oddzielne
Nazwy.

1. Przestrzenie metryczne powstaja w wyniku zmetryzowania przestrzeni
topologicznych, tj. przez przypisanie kazdej parze {u,v} punktéw przestrzeni
topologicznej T liczby nieujemnej d(u,v) nazywanej odlegloscig punktéw wu i v,
réwnej 0, jedli u = v, 1 tylko wtedy. Zbiory K (a,r) zlozone z punktéw odleglych
od a o mniej niz r nazywane sg kulami o $rodku a i promieniu r. Wymaga sie
by kazdy zbiér otwarty tej przestrzeni zawieral wraz z kazdym swoim punktem
kule o srodku w tym punkcie, i zeby te wlasnosé miaty tylko zbiory otwarte.
Funkeja d przyporzadkowujaca parom {u,v} odleglodci nazywana jest metrykq.
Od funkcji d wymaga sie, by spetniata umotywowany praktyka geometryczna
warunek trojkgta, tj. by dla dowolnych trzech punktéw przestrzeni kazda miedzy
nimi odleglosé¢ nie byla wigksza od sumy dwu pozostatych. Dzieki warunkowi
tréjkata, kule okazuja sie zbiorami otwartymi, stanowiac baze dla zbioréw
otwartych przestrzeni, ktérych zakres nazywany jest topologiq przestrzeni.

Nie kazda przestrzen topologiczna daje sie zmetryzowaé, co wida¢ chociazby
stad, ze w podanych wymaganiach mieéci si¢ oddzielalno$¢ w sensie Hausdorffa.
Jedli jednak daje sie zmetryzowaé, to na ogél na wiele sposobdw.

2. Metryki odpowiadajace danej przestrzeni topologicznej nie musza by¢

z soba zwiazane jakim$ wzorem arytmetycznym. Na przyktad, ptaszczyzne
mozna zmetryzowaé przyjmujac za odlegto$é jej punktéw pierwiastek z sumy
kwadratéw réznic wspotrzednych (odleglos$é euklidesowa), jak i przyjmujac

za odleglosé maksimum wartosci bezwzglednych réznic wspotrzednych.

W pierwszym przypadku kulami sa kota bez brzegu, w drugim kwadraty bez
brzegu o bokach réwnolegltych do osi. Mozna pomysleé¢ wiele innych metryzacji
plaszczyzny, dla ktérych wzory na odleglosé nie maja miedzy soba — podobnie
jak w podanych dwu przykladach — naturalnych zwiazkéw arytmetycznych.

Zbioér wartosci funkcji d, tj. zbidr liczb, ktére sa odleglosciami punktéw

w metryce d, jest podzbiorem pdlprostej P = {x : x > 0} zawierajacym

zero. Majac dany wzor d na odleglto$é mozna przestrzen przemetryzowad (t;j.
wykorzysta¢ dang odleglo$¢ dla okreslonia nowej, przy tym samym zakresie
zbioréw otwartych, tj. topologii), przyjmujac nowy wzér na odleglo$é miedzy
punktami v i v w postaci f(d(u,v)), gdzie f jest funkcja odwzorowujaca
polprosta P w siebie spelniajaca pewne warunki, wsréd ktérych jako minimum
wymienmy na razie wymaganie, by funkcja f byla rowna 0 punkcie 0 i tylko
wtedy, oraz ciaglos¢ funkcji f w punkcie 0. Funkcja f powinna jeszcze spelniac¢
pewne warunki zapewniajace warunek trojkata dla funkcji f o d. Wystarczy

w tym celu wymagadé, by z tego, ze trojki a, b, ¢, bedace odlegtosciami w metryce
d speliaja nieréwnosci wymagane dla warunku trojkata, wynikato, ze spetniaja
te nieréwnodci takze tréjki f(a), f(b), f(c).

Ze wstepnego kursu topologii — p. K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci

i topologii, Warszawa 1977, str. 149, ¢w. 6 — dobrze znane jest przemetryzowanie
dane wzorem f(d) = #‘ld, zastepujace dana metryke d metryka ograniczona
(przez 1).

3. Wcale nietrywialng ilustracja wprowadzanych tu pojeé jest odcinek liczb
rzeczywistych — dla ustalenia uwagi odcinek [0, 1] — z odlegloscia miedzy
punktami v i v réwna wartosci bezwzglednej |u — v| réznicy liczb u i v.
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Rys. 2. Luk dziedziczacy metryke
z plaszczyzny

R. H. Bing (1914-1986) — wybitny
topolog amerykanski.

Helge v. Koch — matematyk niemiecki
znany z prac z teorii funkcji. Stynny
platek pochodzi z pracy z roku 1906,
Acta Mathematica 30, str. 145-174,
Une méthode géométrique élémentaire
par l'étude de certaines questions

de la théorie des courbes planes;
cytowanie wedlug W. W. Gotlubiewa,
Odnoznacznyje analiticzeskije funkcji.
Awtomorfnyje funkcji, Moskwa 1961.
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Rys. 3. Platek Kocha

W przestrzeniach bogatszych, w ktérych
dwa punkty moga by¢ laczone wigcej
niz jednym tukiem, przez odleglosé
wewnetrzng rozumie si¢ dlugoséé
najkrétszego tuku. Przymiotnik
,wewnetrzna” w nazwie bierze sig
stad, ze odleglos¢ migdzy punktami
okreslona jest wylacznie przy pomocy
wielko$ci zwigzanych z samym tukiem.
Na temat metryk wewnegtrznych

p. W. Rinow, Die innere Geometrie
der metrischen Rdume, Springer,
Grundlehren d. Math. Wiss. 105, 1961.

R. H. Bing, An equilateral distance,

Amer. Math. Monthly 58 (1951), 380-383;

p. réwniez The Collected Papers of R.
H. Bing, Amer. Math. Soc., Providence,
Rhode Island 1998, str. 107-110.

Odcinek [0, 1] mozna przemetryzowaé zanurzajac go w plaszczyzne w postaci
tuku krzywoliniowego takiego jak np. na rys. 2. Odlegloéci punktéw sg teraz
takie, jakie te punkty maja jako punkty pltaszczyzny. Pojawiaja sie na tym
tuku tréjki punktéw tworzacych istotne tréjkaty (tj. tréjkaty, ktérych trojka
wierzcholkéw nie lezy na jednej prostej, ktérych nie moze byé na odcinku),
np. tréjka ABC na rys. 2.

Zmienita sie struktura odleglosci, ale jedli na tuku przyjmiemy za zbiory otwarte
przekroje tego tuku ze zbiorami otwartymi plaszczyzny, to sa one (poprzez
dokonane zanurzenie) w odpowiednioéci wzajemnie jednoznacznej ze zbiorami
otwartymi na odcinku [0, 1]. Inaczej: topologie tuku i odcinka sa — modulo
dokonane zanurzenie — te same. Uzywajac ogdlnie przyjetej terminologii, odcinek
i nasz tuk sa homeomorficzne. Biorac pod uwage bogactwo polozen tukéw na
plaszczyznie (dotyczy to takze polozeh w przestrzeni tréjwymiarowej oraz

w innych przestrzeniach) mozna zapytaé o to, jak dalece mozna zdeformowaé
metrycznie odcinek nie zmieniajac jego topologii.

4. R. H. Bing pokazal, ze mozna tak przemetryzowaé odcinek, by kazde dwa
jego punkty byly wierzcholtkami pewnego tréjkata rownobocznego.

Zeby mieé rozeznanie co do trudnosci zadania i jednoczesnie mieé¢ pewne
przewidywania co do rozwiazania, przypomnijmy stary przyktad, jakim

jest okrag topologiczny znany jako platek Kocha. Ptatek Kocha jest stanem
granicznym konstrukeji, ktérej punktem wyjscia jest trojkat réwnoboczny

(p- rys. 3). Tréjkat ten przecinamy przystajacym do niego tréjkatem tak, ze
powstaje gwiazda majaca sze$¢ ramion w postaci tréjkatow réwnobocznych
zmniejszonych w stosunku 1: 3. Na kazdym z tych tréjkatéw powtarzamy
opisana operacje i postepowanie kontynuujemy, za kazdym razem odnotowujac
obwiednie powstajacych figur. Przez platek Kocha rozumie sie granice tych
obwiedni.

Platek Kocha jest homeomorficzny z okregiem, a jego tuki z odcinkiem.
Wymaga to dowodu, ktéry pomijamy, ale nie ze wzgledu na trudnosci, lecz
z powodu konieczno$ci podania szczegdlowej konstrukeji odwzorowania
(homeomorfizmu), ktérego opis zalezy od szczegdléw opisu geometrycznego
platka Kocha, ktory byl jedynie z grubsza naszkicowany.

Na platku Kocha nietrudno zobaczy¢ tréjki tworzace trojkaty réwnoboczne (sa
dowolnie male tego rodzaju tréjkaty). Natomiast s pary punktéw, dla ktérych
nie znajdzie sie trzeciego dopelniajacego pare do trojkata réwnobocznego.
Taka parg jest np. para A, B sasiednich wierzchotkéw gwiazdy pierwszego
przyblizenia, p. rys. 3. Platek Kocha nie daje wiec rozwiazania zadania Binga.

Metryczna osobliwoscia platka Kocha jest to, ze jego huki nie maja dtugosci
(dtugosci ich przyblizen lamanymi rosna nieograniczenie, czego dow6d
wymaga pewnego rachunku). Z tego powodu nie mozna na tuku ptatka Kocha
wprowadzi¢ tak zwanej metryki wewnetrznej, w ktérej odleglosci punktdw
mierzone bylyby dlugoéciami tukéw o koncach w tych punktach.

5. Luk réwnoboczny Binga — tak go nazwijmy — powstaje z odcinka [0, 1] przez
przemetryzowanie za pomocg odpowiednio dobranej funkcji f spoéréd tych,
ktore byly opisane w punkcie 1.

Wartosciom a bedacym odleglo$ciami punktéw na odcinku [0, 1] przypiszmy
liczby f(a). Przyjmijmy — co jest konieczne — ze f(0) = 0, oraz — co jest
naturalnym uproszczeniem — ze f(1) = 1. Wartosci funkcji f poza a = 0 beda —
zgodnie z wymaganiami z 1. — dodatnie. Funkcja bedzie tak budowana, by byto
stale f(a) < 1.

Aby uzyskaé¢ dla kazdej pary punktéw u i v odcinka trzeci punkt w tworzacy

w metryce f od (przypomnijmy, ze przez d oznaczamy zwykla metryke na [0, 1])
wraz z punktami v i v tréjkat réwnoboczny, Bing proponuje rozwazy¢ dwu
kandydatéw na w , a mianowicie punkt w’ bedacy $rodkiem odcinka [u,v], oraz
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punkt w”, taki ze v jest $rodkiem odcinka u,w” — p. rys. 4 (nie musimy zadaé
u v zaistnienia punktu w”, ktéry moze wypas$é poza odcinkiem [0, 1]).

Jedli teraz od funkcji f bedziemy wymagaé, by dla kazdego a z odcinka
Rys. 4. odleglosci byto

(1) fla) = f(a/2) lub f(a) = f(2a),
to zadany punkt w zawsze znajdziemy, biorac za w badZ punkt w’ badz
punkt w”.

Rzecz sprowadza sie wiec do zbudowania funkcji f majacej wlasnosé (1) dla
wszelkich a.

6. Konstrukcja funkeji f. Skoro przyjeliémy f(1) = 1, to wobec wymagania
(1), musi byé¢ f(1/2) = 1. Zgodnym z warunkiem (1) bedzie wtedy f(1/4) = 1.
Przebieg funkeji na przedziale [1/2, 1] wybierzmy dowolnie. Moznaby przyjaé
f(a) =1 stale na tym przedziale, ale ze wzgledéw, ktére wyjasnig sie

pozniej, przyjmiemy przebieg nietrywialny, chociaz najprostszy z mozliwych,

a mianowicie przebieg liniowy na przedziatach [1/2,s] i [s,1] z minimum

w punkcie s réwnym m. Dla ustalenia uwagi bedziemy przyjmowaé za Bingiem
s =2/31m =1/2, zostawiajac na pdzniej uwagi o roli, jaka ma wyb6r tych
parametrow dla wlasnosci okre$lanej metryki. Wybor przebiegu funkcji f na
odcinku [1/2,1] determinuje wobec (1) i f(1/4) = 1 przebieg funkcji na odcinku
[1/4,1/2], a ten z kolei przebieg na odcinku [s/4,1/4], tak jak pokazuje rys. 5.
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Rys. 5. Funkcja f Binga

Jest kwestig sprawdzenia, ze okreslona dotad — na odcinku [s/4,1] — funkcja f
spelnia warunek (1).

Pokazemy — za Bingiem — ze mozna ja przedtuzyé na pozostala czesé [0, s/4]
odcinka tak, by spelniala wymagane warunki, w tym warunek (1).

Jesliby chodzilo tylko o warunek (1), mozna by uzyskaé takie przedluzenie

okreslajac jej przebieg na odcinku [s/2, s] (z ograniczeniem gérnym réwnym
m i dolnym réwnym m?) i na dalszych otrzymywanych w trakcie konstrukcji
odcinkach, analogicznie do przebiegu okreslonego na [s/4, 1], schodzac w ten
spos6b do punktu (0,0), przyjmujac — przy zachowaniu ciaglosci — f(0) = 0.

Jednakze, mamy zadbaé¢ réwniez o warunek tréjkata.

Nie ma zadnych przeszkdd przy utrzymaniu warunku (1), by na przedziale
[s/42,s/4] przyjaé f(a) = m stale, co zostalo uwzglednione na rys. 5, na ktérym
za Bingiem przyjelisSmy s = 2/3 1 m = 1/2, przez co zbudowany fragment funkcji
f okreslony jest na przedziale I = [1/24, 1] z ograniczeniami wartosci od 1/2

w lewym koncu przedziatu do 1.

Przedzial I — oznaczany dalej przez I; — jest pierwszym z ciggu przedzialéw
I, I, ..., gdzie I; = [1/247,1/247~!], na ktérych wartosci funkeji f okredla
sie tak jak na przedziale I, z ograniczeniami dolnymi réwnymi 1/27 i gérnymi
réwnymi 1/2771. Mamy lim, .o f(a) = 0 przy a dazacym do 0, skad ciagtogé
funkcji f w punkcie 0. Ale, zwr6émy uwage na osobliwo$é funkeji f, jaka ma

23



w poczatku ukladu. Jest mianowicie
2) tim 1@ _
a—0 @

- b
co znaczy, ze pochodna funkcji f w zerze jest rowna nieskonczonosci.

7. Funkcja f o d spelnia warunek tréjkata. Dla sprawdzenia tego warunku,
wystarczy, wobec uwagi poczynionej w punkcie 3., wziac trzy odleglosci a, b, ¢
metryki d spelniajace nieréwnosci wymagane w warunku tréjkata, i wykazaé, ze
te warunki beda spelnialy réwniez liczby f(a), f(b), f(c).

Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze dane liczby a, b, ¢ sa w relacji
(3) a<b<ec.

Warunek tréjkata dla a, b, c redukuje sie do nieréwnosci

(4) c<a+b,

bo pozostale dwie nieréwnosci mieszcza sie¢ w (3).

Przyjmijmy, ze érodkowa odleglosé¢ b lezy na odcinku I;.

Nieréwnosé

(5) fla) < f(b) + f(c)

jest tatwo widoczna, bo nawet jesli f(a) ma maksymalnie mozliwg wartosé,

ktora jest 2771, to dwie pozostale wartoéci f(b) i f(c), nie mogac byé mniejsze
niz 27, przewaza w sumie warto$¢ f(a).

Pozostaje dowies¢ dwu pozostalych nieréwnosci:
(6) f(b) < fla) + f(c)
i

(7) f(e) < f(a) + f(b)-

Dostaje si¢ je dosé prosto, jesli a lezy (wraz z b) na odcinku I;. Wtedy f(a) jest
co najmniej 27. Nieréwnosci (6) i (7) staja sie jasne, jedli zauwazyé, ze réznica
miedzy f(b) 1 f(c) nie przekracza tej liczby. To za$ wynika z (4). Istotnie,

z ¢ < a+ b wynika, ze ¢ — jedli nie lezy na I; — lezy na pododcinku odcinka I;_1,
na ktérym funkcja f ma wartosé stala, rowng swojej maksymamalnej wartosci
na [;. To wyjaénia sprawe, bo wahanie funkcji f na I; jest 27.

Trudno$¢ pojawia sie w przypadku, kiedy f(a) jest male, tj. kiedy a lezy na lewo
od I, tj. na pewnym odcinku I, gdzie k > j. Réwniez i teraz punkt c lezy badz
na I;, badZ na przedziale statodci funkeji f na I;_;.

Pokazemy — za Bingiem — ze

(8) fla)/a = [f(c) = f()|/|c 1],

tj., ze cieciwy nad [c, d] sa nie bardziej strome niz cieciwy nad [0, a]. Nieréwnosé
(8) sprawdzimy w szczegllnym przypadku, kiedy punkt b lezy na I;. Wtedy

a lezy na pewnym I, k < 1,a punkt c lezy badZ na I; badz na przedtuzeniu
tego odcinka w prawo, na ktérym funkcja f ma stata warto$é¢ 1. Ten szczegdlny
przypadek wystarcza, bo stromos¢ po lewej stronie nieréwnosci wzrasta szybciej
niz stromos¢ po prawej ze wzrostem wskaznika j, przy ktérym b lezy na I;.

Niech wiec b lezy na I;. Nietrudno zauwazy¢ — ilustruje to rys. 6(a) — ze
stromo$¢ cieciw nad [0, a] jest nie mniejsza niz 1/4 : 1/24 = 6; jest realizowana
na odcinku OA, p. rys. 5. Stromo$é cieciw nad [b, ¢] nie przekracza stromosci
wykresu funkcji f na przedziatach jej liniowosci, a najbardziej stromym sposréd
nich jest odcinek nad [1/6,1/4] oznaczony jako BC na rys. 5, a jego stromosé
jest réwna 1/2:(1/6 —1/4) =1/2:1/12, a wiec tez 6.

Z dowiedzionej w ten sposdb nieréwnosci (8) dostajemy

fa) = (a/le = b])|f(c) — F(D)].
Poniewaz czynnik a/|c — b| jest — wobec (4) — nie mniejszy niz 1, wiec dostajemy
f(a) > |f(c) — f(b)], skad, obie nieréwnosci (6) i (7).
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P. S. Urysohn, Sur un espace

métrique universel, Bull. de Sciences
Mathématiques 51 (1927), 1 — 38; p. takze
Trudy po topologii © drugim oblastjam
matiematiki Urysohna, tom II, str.
747777, Moskwa—Leningrad 1951.

Przyklad jest wyjatkowo prosty: juz
pewna czwérka punktéw potozona na
pewnym luku metrycznym nie da si¢
zanurzy¢ izometrycznie w l2; p. podobne
przyklady w ksigzkach Sierpinskiego, np.
W. Sierpinski, General Topology, Toronto
1952; nowe wydanie Dover 2000.

Jedna z takich przestrzeni, co pokazal
Banach, jest przestrzen (C) funkcji
cigglych na [0, 1] z metryka supremum; S.
Banach, Théorie des opérations lineaires,
Warszawa 1932, str. 187. Inng przestrzen
uniwersalng zbudowal Urysohn, loco cit.

a) w’

u v
b) w'

u v
Rys. 6.

8. Luk réwnoboczny Binga nie moze dziedziczy¢ swojej metryki z plaszczyzny.
Ogodlniej, jesli zbiér majacy wiecej niz 3 punkty jest zwarty, to jego metryka
dziedziczona z plaszczyzny nie moze by¢ réwnoboczna.

D o w 6 d. Niech AB bedzie jakakolwiek para punktéow tuku Binga. Niech C
bedzie punktem zbioru tworzacym z punktami A i B trdjkat réwnoboczny. Jesli
zbiér ma jeszcze jakies punkty, to nietrudno stwierdzi¢, ze jest wsrod nich punkt
D lezacy na zewnatrz tréjkata ABC. Wezmy sposrod punktéow A, B, C' punkt
najbardziej odlegly od D. Powiedzmy, ze jest to punkt C. Oczywiscie, punkt

D nie jest zadnym z punktéw A i B. Z kolei dla pary C, D wezmy punkt E
uzupelniajacy te pare do tréjkata réwnobocznego. Wtedy jeden z bokéw AE
lub BE okaze sie dluzszy od boku trojkata ABC'; w istocie, ta wieksza dtugo$é¢ —
AFE lub BE — jest co najmniej v/7/2 dtugosci boku tréjkata ABC (to minimum
osiagnie sie biorac jako D $rodek boku AB). Iterujac postepowanie dostajemy
dowolnie duze odlegtosci. Sprzecznosé ze zwartoscia.

Oczywiscie, zamiast zwartosci wystarczyloby zaktada¢ ograniczonosé.

Czy zbidr ograniczony moze dziedziczy¢ metryke rownoboczng z polozenia w
przestrzeni euklidesowej E™ przy n > 2, nie wiemy; przeprowadzony dowdd
wykorzystywat ptaskosé, poprzez rozwazanie punktu lezacego nazewngtrz
tréjkata.

Powtérzmy to pytanie dla produktu E“ przeliczalnie wielu prostych np.

z metryka przewidziang dla przestrzeni Hilberta ls i odnotujmy odpowiedz
Urysohna na pytanie Frécheta: czy kazdy tuk metryczny mozna zrealizowaé jako
podzbiér przestrzeni lo? OdpowiedZ Urysohna byla negatywna. Nie wykluczone
wiec, ze tuk Binga bedzie wymagal dla swojej realizacji zanurzenia dopiero

w przestrzen uniwersalng dla przestrzeni metrycznych osrodkowych.

Metryka réwnoboczna bylta budowana na odcinku, ale po dokladniejszym
wejrzeniu w konstrukcje — p. motywacje w p. 4. — widaé, ze da sie przeprowadzié¢
na kazdej przestrzeni o strukturze liniowej, a wiec np. mozna ta droga

uzyska¢ metryke réwnoboczna plaszczyzny. Teraz wyrazniej widaé problemy

z realizacjami tego rodzaju przemetryzowan w znanych przestrzeniach.

9. Wlasno$é funkeji f wyrazona wzorem (2) lim, o f(a)/a = oo — implikuje
jeszcze jedna osobliwosé metryki Binga, polegajaca na tym, ze przy tej metryce
odcinek [0, 1], ani zaden jego pododcinek, nie ma dlugosci skoficzonej. Inaczej
— uzywajac terminologii ogélnie przyjetej - zaden podtuk tuku Binga nie jest
prostowalny.

Istotnie, niech N bedzie dowolna liczba naturalna. Wobec (2), istnieje § > 0
takie, ze jesli pododcinek ma dlugo$¢ nie przekraczajaca 6, to dtugosé tego
odcinka w metryce f o d jest co najmniej N - 4. Jesli teraz odcinek [0, 1]
podzielimy na skonczenie wiele odcinkéw o dlugosci < 6, to suma ich dlugosci
w metryce f od bedzie co najmniej N (bo suma dlugosci odeinkéw podziatu
jest réwna 1). Zatem dlugosé odcinka [0, 1] w metryce f o d bedzie co najmniej
N, a wobec dowolnoséci N ditugosé odcinka nie moze by¢ skonczona. To samo
dotyczy kazdego pododcinka odcinka [0, 1].

Widzimy wiec, ze tuk Binga — podobnie jak tuk na ptatku Kocha — nie ma
metryki wewnetrzne;j.

Nie wiemy, czy to jest wtasnoéé konieczna dla metryk réwnobocznych odcinka.
Nie wiemy nawet, czy jest to wlasnos¢, ktéra musi towarzyszy¢ przeprowadzonej
konstrukeji. Nie wszystkie elementy tej konstrukcji sa konieczne, np. parametr s,
ktéry za Bingiem przyjeliémy jako réwny 2/3. Ale, warto$é 1/2 parametru m
byta w dos¢ istotny sposéb wykorzystana w dowodzie warunku tréojkata.

Dwie operacje (x) wypychania punktu srodkowego — rys. 6(a) — i (**) zginania
odcinka wokét konica odcinka przedluzonego dwukrotnie — rys. 6(b) — jak mozna
zinterpretowaé geometrycznie alternatywe (1), sa istota konstrukeji.

Nie wiemy, czy dla uzyskania rownobocznosci wystarczytaby jedna z tych
operacji. Wydaje sig, ze operacja (x) (tylko ona pojawia sie w konstrukeji
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Dtugosé tuku zalezy od przyjetej
metryki d; okreslenie jest ogdlnie znane,
ale p. np. Rinow, loco cit.

K. Borsuk, On intrinsic geometries,
Bull. Acad. Polon. Sci. 29 (1981), 83-90.

Wynik byl wczedniej przedstawiony
w Delcie 11/1980.

Ograniczenie ogélnosci do obszaréw
nie jest konieczne, lokalna spdjnosé —
zakladajac zwarto$¢ — wystarczy, ale
po wyjasnienie trzeba siegnaé¢ do pracy
Profesora Borsuka na str. 1351 (The
Collected Papers).

J. Oledzki i St. Spiez wykazali, ze liczbe
2n mozna zastapi¢ przez n + 1.

Red.

Red.

Kocha) odpowiada za nieprostowalno$é. Co dawaloby powtarzanie samej
operacji (*x)? Przypusémy, ze odcinek I dlugosci a przesuwamy po odcinku
[0,1]. Po opisanym przemetryzowaniu dlugos$é odcinka I zmienia sie w sposéb
ciagly. Jak zmienia sie wtedy polozenie wierzcholtkéw dopelniajacych odcinek I
do tréjkatéw rownobocznych? Jedli zrezygnujemy ze sposobu przemetryzowania
za pomoca funkcji f, moznaby dla uzyskania tréjkatéw rownobocznych
swypycha¢” z danego odcinka niekoniecznie punkt $rodkowy i ,zgina¢” wokot
jego konca odcinek niekoniecznie dwa razy dtuzszy. Chociaz wydaje sie, ze
operacje (x) i (xx) (pomys$lane wszakze nieco ogdlniej) sa niezbywalnym
elementem konstrukeji tuku réwnobocznego, to jednak nie wydaje sie, by dalsze
elementy konstrukeji Binga (w szczegdlnosei poprzez funkcje f przeksztalcajaca
zbiér odleglosci) byly jedynymi mozliwymi.

10. Rozwazmy przestrzen z ustalona metryka d. Jedli kazde dwa jej punkty
mozna polaczy¢ tukiem prostowalnym, to mozna w tej przestrzeni wprowadzié¢
metryke wewnetrzna d,, stowarzyszong z d przyjmujac za odlegltosé punktow
dlugosé najkrétszego tuku taczacego te punkty (ograniczamy sie do przypadku,
kiedy te najkrétsze odleglosci istnieja). Oczywiscie, d < d,,; w przypadku
podzbioréw wypuklych przestrzeni euklidesowych, a wiec w przypadku

odcinka prostej, mamy réwnosé¢ metryki i metryki wewnetrznej przez nia
wyznaczonej. Ale juz w przypadku tuku krzywoliniowego dziedziczacego metryke
d z plaszczyzny, réznica miedzy d i d,, moze by¢ duza, co mozna zobaczy¢ na
rys. 2. Przypomnijmy, ze topologie tuku krzywoliniowego i odcinka sa te same.

Rozwazmy tuk prostowalny na plaszczyznie. Homeomorfizm tego huku

z odcinkiem [0, 1] mozna tak dobraé, by odleglosci dowolnych dwu punktéw

w metryce wewnetrznej na tuku byly te same co odlegtosci odpowiadajacych
im punktéw na odcinku. Uzywajac ogdlnie przyjetej terminologii, tak dobrany
homeomorfizm jest izometrig miedzy odcinkiem [0, 1] i rozwazanym tukiem

z jego metryka wewnetrzna. Jest to prawda dla kazdego tuku prostowalnego na
plaszczyznie, a wiec w szczegolnosci dla tukéw tak malych jak chcemy.

Profesor Karol Borsuk dowiédl, ze dla kazdego obszaru przestrzeni euklidesowe;j
E™ i kazdego dodatniego ¢ istnieje zanurzenie tego obszaru w przestrzen
euklidesowa E2™ takie, ze obraz tego obszaru ma w metryce przestrzeni Ey,
rozmiar nie wiekszy niz e, i ktére jest izometrig obszaru i jego obrazu w ich
metrykach wewnetrznych. Wedlug Profesora Borsuka, cala nasza Przestrzen
Tréjwymiarowa mozna zapakowaé w przestrzen ES tak , by miata tam rozmiar
sepsilonowy” i by odleglosci wewnetrzne zanurzonej w ten sposéb Przestrzeni

— tj. dlugosci Sciezek, po ktérych chodzimy — pozostaly takie jakie byty.
Dopowiedzmy, ze my — mieszkancy Przestrzeni — mogliby$my tej transformacji
nie zauwazyc.

W tej swojej ostatniej publikowanej pracy Profesor Borsuk zostawia jako otwarte
pytanie co do mozliwosci zastapienia liczby 2n mniejsza.
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