Turnieje Howella

Wojciech GUZICKI, Warszawa

Przypuéémy, ze osiem par brydzowych chce rozegra¢ turniej. Chcg przy tym, by
kazda para zagrala przeciwko kazdej innej parze. Jednym ze sposobéw rozegrania
takiego turnieju jest wykorzystanie tzw. kart pilotujacych Howella (od nazwiska
matematyka, ktory pierwszy zaproponowal uzycie takich kart). Oto przyktad
karty pilotujacej do turnieju Howella dla oémiu par.
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2NS e 4NS — 4WE
Turniej jest rozgrywany na czterech stotach, o numerach od 1 do 4. Na kazdym
stole graja dwie pary: jedna na linii NS, druga na linii WE. Siedem par (o numerach
od 1 do 7) otrzymuje takie karty, kazda z zaznaczona inna pozycja startowa:

1 1WE
2NS
4NS
4WE
3NS
2WE
3WE

Para numer 8 nie otrzymuje karty pilotujacej; zajmuje ona miejsce na linii NS

na stole 1 i nie zmienia swojej pozycji przez caly czas trwania turnieju. Pozostate
pary przechodza w kolejnych rundach na nastepne miejsce na swojej karcie
pilotujacej. I tak na przykitad w drugiej rundzie pary o numerach od 1 do 7
przejda na nastepujace pozycje:

N O O W N

1 1WE — 3WE
2 2NS — 1WE
3 4ANS — 2NS
4 4WE — 4ANS
) 3NS — 4WE
6 2WE — 3NS
7 3WE — 2WE

W nastepnych rundach pary poruszaja si¢ wedlug tego samego schematu.

W tym samym czasie pudelka z kartami réwniez zmieniaja swoje polozenia.
Oprécz czterech stolikéw, na ktérych sg rozgrywane kolejne rozdania, sedzia
ustawia trzy dodatkowe stoliki, zwane zbiornicami. Na tych stolikach
znajduja si¢ pudetka z rozdaniami, ktére w danej rundzie nie sa rozgrywane.
Dwie zbiornice znajduja si¢ miedzy stolikami o numerach 1 i 2, trzecia miedzy
stolikami o numerach 2 i 3. Karty w kolejnych rundach sa przenoszone

w kierunku malejacych numeréw stolikéw, uwzgledniajac zbiornice (oraz

ze stolika 1 na stolik 4). Na poczatku karty zajmuja nastepujace pozycje:

rozdanie 1 stolik 1
rozdanie 2 zbiornica
rozdanie 3 zbiornica
rozdanie 4 stolik 2
rozdanie 5 zbiornica
rozdanie 6 stolik 3
rozdanie 7 stolik 4
W nastepnej rundzie zajma pozycje:
rozdanie 1 stolik 4
rozdanie 2 stolik 1
rozdanie 3 zbiornica
rozdanie 4 zbiornica
rozdanie 5 stolik 2
rozdanie 6 zbiornica
rozdanie 7 stolik 3
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W nastepnych rundach rozdania beda przemieszczaé sie wedlug tego samego
schematu. A oto przebieg catego turnieju. W kolejnych wierszach tabeli mamy
podane pozycje par i kart w kolejnych rundach. Wewnatrz kwadratu znajduje sie
numer rozdania rozgrywanego w danej rundzie na danym stole. Liczby nad

i pod kwadratem oznaczaja numer pary grajacej na linii NS, z lewej i prawej
strony — numer pary grajacej na linii WE.

I tak oznaczenie 2

717
2

wskazuje, ze na danym stoliku para 2 gra na linii NS przeciwko parze 7 grajacej
na linii WE; rozgrywane jest rozdanie numer 1.

Przebieg turnieju

Stot 1 Stot 4 Stot 3 Zbiorn. Stot 2 Zbiorn. Zbiorn.
8 3 5 2

1111 4|74 7]6|7 5 6| 4|6 3 2
8 3 5 2
8 4 6 3

21212 51115 1171 6 7| 5|7 4 3
8 4 6 3
8 5 7 4

31313 6216 2|12 7 116 |1 5 4
8 5 7 4
8 6 1 5

41414 713 |7 3|23 1 217 |2 6 5
8 6 1 5
8 7 2 6

5/ 5 |5 114 |1 41 3 |4 2 31113 7 6
8 7 2 6
8 1 3 7

6/ 6|6 252 50415 3 41 2 |4 1 7
8 1 3 7
8 2 4 1

W77 3|63 6516 4 513 |5 2 1
8 2 4 1

Mozna zauwazy¢, ze karta pilotujaca jest skonstruowana w taki sposéb, by kazda
para zagrala przeciwko kazdej innej parze doktadnie jeden raz i by kazda para
zagrala kazde rozdanie doktadnie jeden raz. Karta pilotujaca ma jeszcze jedna
wlasnosé, ktorej teraz sie przyjrzymy. Popatrzmy najpierw na dzieje rozdania
numer 6.

Runda Stot para NS para WE

1 3 7 5
2 Z — -
3 2 1 4
4 7 - -
5 7 —

6 1 8 6
7 4 3 2

28



Protokél turniejowy tego rozdania moze wygladaé nastepujaco:

Nr | NS | WE | Kontrakt | Rozgr. | Lew NS WE NS | WE
3|7 5 36 N 9 140 3 3
2|1 4 14 S 10 420 6 0
118 6 36 S 9 140 3 3
4 | 3 2 44 N 9 50 0 6

W pierwszej kolumnie zapisany jest numer stolu, na ktérym to rozdanie byto
rozgrywane. W dwoch nastepnych kolumnach zapisane sg numery par grajacych
to rozdanie. W nastepnych trzech kolumnach zapisany jest wylicytowany
kontrakt, oznaczenie rozgrywajacego oraz liczba lew. W kolejnych dwéch
kolumnach zapisana jest wartosé¢ osiagnietego kontraktu. Te wszystkie kolumny
wypelniaja grzcze po rozegraniu rozdania.

Ostatnie dwie kolumny sa przeznaczone na wynik i wypelnia je sedzia turnieju.
W kolumnie NS wpisywany jest wynik dla pary grajacej na linii NS. Za kazdy
wynik (innej pary) gorszy od uzyskanego przez dang pare ta para otrzymuje 2
punkty; za jednakowy otrzymuje 1 punkt. I tak para numer 1 otrzymuje 6
punktéw: po 2 punkty za wyniki gorsze (140, 140, —50). Para numer 7 otrzymuje
3 punkty: 2 punkty za wynik gorszy (—50) i 1 punkt za wynik jednakowy (140).
Tyle samo punktéw uzyskuje para numer 8. Wreszcie para numer 3 uzyskuje 0
punktéw, bo wszystkie pary uzyskaly wyniki lepsze od niej.

Podobnie przyznaje si¢ punkty parom grajacym na linii WE. Mozna zauwazy¢,
ze suma punktéw przyznanych parom grajacym na tym samym stole jest zawsze
rowna 6. Punkty uzyskane w ten sposéb we wszystkich rozdaniach dodaje sie i
otrzymane sumy decyduja o miejscu w turnieju. Ten sposéb punktacji nie jest
najlepszy w przypadku tak malego turnieju, ale jest najprostszy i najlepiej
pokazuje istote turnieju brydzowego. Pary grajace dane rozdanie na linii NS sg
poréwnywane miedzy soba; podobnie pary grajace na linii WE.

Ostatnia wspomniana wczesniej wlasno$é karty pilotujacej polega na tym, ze
kazde dwie pary sa ze sobg poréwnywane w tej samej liczbie rozdan. Na
przyktad, pary 7 i 5 sg porownywane ze soba trzy razy:

1. w rozdaniu 2 obie graja na linii WE (para 7 w rundzie 6, para 5 w rundzie 3);
2. w rozdaniu 3 obie graja na linii NS (para 7 w rundzie 4; para 5 w rundzie 7);
3. w rozdaniu 7 obie graja na linii WE (para 7 w rundzie 7; para 5 w rundzie 4).

Podobnie pary 2 i 6 sa poréwnywane ze soba trzy razy:

1. w rozdaniu 3 obie graja na linii WE (para 2 w rundzie 5, para 6 w rundzie 4);
2. w rozdaniu 5 obie graja na linii NS (para 2 w rundzie 6; para 6 w rundzie 7);
3. w rozdaniu 6 obie graja na linii WE (para 2 w rundzie 7; para 6 w rundzie 6).

Mowimy, ze turniej jest catkowicie zréownowazony, gdy kazde dwie pary sa
poréwnywane ze soba te sama liczbe razy.

Przypuéémy teraz, ze n par brydzowych chce rozegra¢ podobny turniej. Czy
istnieje karta pilotujaca Howella dla n par? Chcemy, by zachowane byty
nastepujace warunki:

(1) w turnieju rozgrywa si¢ n — 1 rund;

(2) w kazdej rundzie na kazdym z & stoléw jest rozgrywane jedno rozdanie,
graja je dwie pary: jedna na linii NS, druga na linii WE;

(3) kazda para gra przeciwko kazdej innej parze dokladnie jeden raz;

(4) kazda para gra kazde rozdanie dokladnie jeden raz;

(5) kazde dwie pary graja te sama liczbe rozdan na tej samej linii.

Z warunku (2) wynika, ze liczba par jest parzysta: n = 2m, gdzie m jest liczba

stoléw, na ktorych sa rozgrywane rozdania. W kazdym rozdaniu m par gra na

linii NS i m par gra na linii WE. Zatem (TZ") par jest poréwnywanych ze soba na

kazdej z tych linii; 1gcznie zatem w jednym rozdaniu mamy 2 - (7;) =m(m—1)

poréwnan. Poniewaz w turnieju mamy 2m — 1 rozdan, wiec taczna liczba

poréwnan par w calym turnieju wynosi m(m — 1)(2m — 1).
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Niech teraz k bedzie liczba poréwnan kazdych dwéch par: z warunku (5) wynika,
ze dla kazdych dwdéch par ta liczba jest taka sama. Mamy zatem
(2;”) = m(2m — 1) par, czyli laczna liczba poréwnan wynosi km(2m — 1). Stad
wynika, ze

m(m—1)(2m — 1) = km(2m — 1),
czyli

k=m—1.

To znaczy, ze dowolne dwie pary rozgrywaja ze sobg m — 1 rozdan na tej samej
linii i m rozdan na przeciwnych liniach.

Udowodnimy teraz, ze liczba n jest podzielna przez 4.

Kazde z 2m — 1 rozdan dzieli zbiér X wszystkich par na dwa podzbiory
rozlaczne. Dla rozdania o numerze ¢ mamy

AY = zbiér par grajacych rozdanie i na linii NS;

A

zbiér par grajacych rozdanie ¢ na linii WE.
Mamy zatem

AnAl =g, AOUA =X, |A%] = Al =m.
Kazda para p nalezy do doktadnie 2m — 1 zbioréw A
(i=12,....2m -1, =0,1):

{(i,e): pe A5} =2m — 1.

Warunek (5) mozna wystowié w sposéb nastepujacy: dla dowolnych dwéch par p
i ¢ mamy
|{(i,e): pe A A g€ AT} =m—1.

Niech p, ¢ i 7 beda trzema dowolnymi parami. Definiujemy teraz cztery zbiory:

B={(i,e):pe A5 A qe A5 A re A5}
C={(i,e):pe AS N q& A N €A}
D={(i,e):pg A5 N g€ A5 A re A5}
E={(i,e):pg A5 N q& A5 N re A}
Oczywiscie zbiory B, C, D i E sa parami rozlaczne. Niech

|B|=0b, |Cl=¢, |D|=d, |E|=ce.
Zauwazmy nastepnie, ze
BUC ={(i,e): pe A] A reAj}
oraz,
BUD = {(i,e): g€ A; N re Af}.
Stad wynika, ze
b+c=b+d=m-—1,

czyli

c=d=m-—1-0.
Nastepnie

BUCUDUE = {(i,e): r € AS}.
Zatem
b+(m—-1-b+(m—-1-b)+e=2m—1,
czyli
e=b+1.

Stad wynika, ze

|BUE|=2b+1.

Definiujemy jeszcze jeden zbiodr:
E'={(i,e):p€e A; N qe A5 N rg AT}
Mozna tatwo zauwazyé, ze
(i,e) e E & (i,1—¢) € E.

Stad wynika, ze |E| = |E’|. Poniewaz zbiory E i E’ sa rozlaczne ze zbiorem B,
wiec

|BUE|=|BUE'|
Ale

BUE'={(i,e): pe A A q€ A},

skad wynika, ze

|[BUE'|=m — 1.
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Zatem
26+1=m—1,
czyli
m =2b+ 2,
a wiec liczba m jest parzysta. To znaczy, ze liczba n jest podzielna przez 4.

Udowodnimy teraz, ze jesli liczba n jest podzielna przez 4 oraz liczba p =n — 1

jest pierwsza, to mozna zorganizowaé turniej spelniajacy warunki (1) — (5).

Okaze sie tez, ze sposéb zmiany miejsc przez pary i zmiany rozdan da sie opisaé

za, pomocy karty pilotujace;j.

Zalézmy wiec, ze p > 3 jest liczba pierwsza oraz p = 3 (mod 4). Wykazemy, ze

istnieje karta pilotujaca Howella dla n = p + 1 par.

Niech a bedzie dowolna liczba niepodzielng przez p. Przypominamy, ze liczbe a

nazywamy reszta kwadratowa modulo p, jesli istnieje liczba catkowita x taka, ze
z? = a (mod p).

Jesli taka liczba x nie istnieje, to liczbe a nazywamy niereszta kwadratows

modulo p. W dalszym ciagu bedziemy uzywacé symbolu Legendre’a:

<a> { +1 jesli a jest reszta kwadratowa modulo p;

p -1 jesli a jest niereszta kwdratowa modulo p.

Zauwazmy najpierw, ze z twierdzenia Eulera wynika, ze (_71) = (71)17771 = -1,

a wiec —1 jest nieresztg kwadratowa modulo p. Stad wynika, ze dla dowolnej
liczby a takiej, ze 0 < a < p mamy:

()-)

a jest reszta kwadratowa modulo p < —a jest niereszta kwadratowa modulo p.
Definiujemy o = p%f’. Oczywiscie « jest liczba catkowita. Proste obliczenia
pokazuja, ze

a#1 (modp) oraz « % —1 (modp).
Zatem o — 1 # 0 oraz a+ 1 # 0 w ciele Z,,.
Zauwazmy nastepnie, ze
4a—1)=p+1 oraz 4(a+1)=p+09.
Stad wynika, ze

Podobnie

(a + 1) B

p
Zatem o — 1 i o + 1 sg resztami kwadratowymi modulo p. Stad tez o? — 1 jest
reszta kwadratowa modulo p.

Definiujemy teraz zbiory:
X ={0,1,...,p—1,p}  zbiér numeréw par,

Y ={0,1,...,p—1} zbiér numerdw rozdan,
R={0,1,...,p—1} zbiér numerdw rund,
S={0,1,...,p—1} zbiér numerdéw stoléw,
L={-1,+1} zbibér oznaczen linii

(41 oznacza linie¢ NS, —1 oznacza lini¢ WE).
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Mamy zatem n = p 4+ 1 par numerowanych liczbami od 0 do p oraz p rozdan
numerowanych liczbami od 0 do p — 1. Wszystkie rozdania sg rozgrywane w
rundach, w kazdej rundzie graja wszystkie pary. Mamy p rund, numerowanych
liczbami od 0 do p — 1. Mamy nastepnie p stoléw, numerowanych liczbami od 0
do p — 1. W kazdej rundzie pary graja przy %1 stotach, pozostale stoly sa
wolne. Na tych stolach jednak znajduja sie karty; sa to zbiornice. Okaze sie, ze
numery zbiornic sg stale: nie zaleza od rundy.

Definiujemy teraz trzy funkcje:
T:YXR—S,
t: X xXR— S,
s: X xXR— L.

JeSliz € X,y €Y oraz r € R, to:
T(y,r) = numer stolu, na ktérym rozdanie y jest grane w rundzie r,

t(x,r) = numer stolu, na ktérym para z gra w rundzie r,

s(x,r) = oznaczenie linii, na ktérej para x gra w rundzie r.
A oto definicje tych funkcji:

T(y,r)=r—y.
0 jeslix =p lub = = r;
r—r . . .
jesli x — r jest reszta kwadratowa modulo p;
t(z,r) =4 a—1
r—x . . .
1 jesli r — x jest reszta kwadratowa modulo p.
o

+1 jesli z = p;
(2.7) —1 jeslixz =r;
S 1:, r = 1. .

+1 jedli x — r jest resztyg kwadratowa modulo p;

—1 jedli r — x jest reszta kwadratowa modulo p.

Wszystkie dziatania w tej definicji sa wykonywane w ciele Z,,.

Zauwazmy, ze albo t(x,r) = 0, albo t(x,r) jest reszta kwadratowa modulo p.
Rozdania rozgrywane sg zatem na stole o numerze 0 i na stolach, ktérych
numery sg resztami kwadratowymi modulo p. Zauwazmy, ze istnieje doktadnie 5
stoléw, przy ktérych rozgrywane sa kolejne rozdania; sg to stoly o tych samych
numerach w kazdej rundzie. Numery stotéw, na ktérych nie rozgrywa sie rozdan
(czyli zbiornic), sa nieresztami kwadratowymi modulo p.

Przypuéémy teraz, ze dany jest numer stotu ¢y i numer rundy ro. W tej rundzie
na stole ty znajduje sie rozdanie yg = rg — to. Mianowicie

T'(yo,70) =10 — Yo =10 — (0 — t0) = to.
Poniewaz liczba rozdan jest réwna liczbie stoléw, wiec w kazdej rundzie na
kazdym stole znajduje sie dokladnie jedno rozdanie.

Wykazemy teraz, ze w kazdej rundzie na kazdym stole, ktérego numer nie jest
niereszta kwadratowa modulo p, spotkaja sie¢ doktadnie dwie pary. Niech wiec
dany bedzie numer stotu t¢ i numer rundy rg.

Przypuéémy najpierw, ze tyg = 0. Z definicji funkcji ¢ wynika, ze na stole o
numerze 0 w rundzie rg moga graé¢ tylko dwie pary o numerach p i ro. Z definicji
funkcji s wynika, ze para o numerze p gra na linii NS, a para o numerze rg gra na
linii WE.

Niech teraz tg # 0. Zatem tg jest reszta kwadratowg modulo p. Przypuéémy, ze
para o numerze z gra w rundzie rg na stole o numerze ty. Oczywidcie wtedy

T # p oraz T # ro. Mozliwe sa teraz dwa przypadki:

(1) = — rq jest reszta kwadratowa modulo p. Wtedy
o — T —To
0 — a—1 )
czyli
x=rp+to(a—1).

Ponadto s(z,79) = +1.
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(2) ro — x jest reszta kwadratowa modulo p. Wtedy
o — ro — I
07 +1

czyli
z=r9—to(a+1).
Ponadto s(z,79) = —1.
Proste obliczenia pokazuja, ze te dwie pary rzeczywiscie graja w rundzie ry na
stole o numerze tg.
Tak wiec w rundzie 79 na stole o numerze ty graja dwie pary:
xo =710+ to(aw—1) na linii NS
oraz
x1 =19 —to(a+1) na linii WE.
Wykazemy teraz, ze kazda para gra przeciwko kazdej innej parze. Poniewaz w
kazdej rundzie kazda para gra przeciwko dokladnie jednej parze i liczba rund jest
réwna liczbie par, wiec wyniknie stad, ze kazde dwie pary graja przeciwko sobie
doktadnie jeden raz.

Niech zatem beda dane dwie pary o numerach zqg i 1. Definiujemy liczbe r
wzorami:

Zo jesli 1 = p;
b jesli xg = p;
1+ T, — T T, —
r= 1+ %o + 2 0 jesli -t 0 jest reszta kwadratowsg modulo p;
2 2c 2c
1+ To— T To— T
LT +=2 ! jesli e jest reszta kwadratowa modulo p.
2 2c 2c

Pozostawimy jako proste ¢wiczenie wykazanie, ze w rundzie r pary zg i x1 graja
na tym samym stole, jedna na linii NS, druga na linii WE.

Nastepnie wykazujemy, ze kazda para gra kazde rozdanie. Poniewaz liczba rund
jest réwna liczbie rozdan, wiec z tego wyniknie, ze kazda para gra kazde rozdanie
doktadnie jeden raz.

Niech zatem dana bedzie para o numerze g i rozdanie o numerze yg.
Definiujemy liczbe r wzorami:

Yo jesli kg = p lub g = yo;
- —x
r={J Yt Yo~ %o jesli Yo~ %0 jest reszta kwadratowa modulo p;
= @ e
o — o —
Yo + 0% jesli 0~ 4o jest reszta kwadratowa modulo p.
!

Proste ¢wiczenie pokazuje, ze w rundzie r para o numerze g i rozdanie o
numerze yy znajduja sie na tym samym stole, a wiec para zy gra rozdanie yg.

Wreszcie wykazemy, ze kazde dwie pary graja te samg liczbe rozdan na tej samej
linii. Wprowadzamy w tym celu nowa funkcje
S:XxY — 1L,
zdefiniowana w nastepujacy sposob:
S(z,y) = linia, na ktérej para x gra rozdanie y.

Niech bedzie dana para o numerze x i rozdanie o numerze y. Wiemy juz, ze para
x gra rozdanie y w rundzie r, gdzie

Yo jesli xg = p lub g = yo;
—x —x
R L) jesli Yo 0 jest reszta kwadratowa modulo p;
= o
o — o —
Yo + 0 — %0 jesli 0~ Yo jest resztag kwadratowg modulo p.
Wtedy

S(x,y) = S(J?,T),
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skad latwo dostajemy wzor
+1 jesli x = p;

-1 jesli x = y;

S(z,y) = +1 jesli Ty jest reszta kwadratowa modulo p;

T —
-1 jesli Y jest niereszta kwadratowa modulo p.
Inaczej méwiac:
+1 jesli x = p;
-1 jesli z =y

S(z,y) =
(

_ -1
%) jesli x # p oraz x # y.

Przyjmijmy teraz, ze (%) = 0. Mamy wdwczas nastepujaca wlasnosé symbolu

()0

y=0

Legendre’a:

Wynika ona stad, ze (%) = 0 oraz w zbiorze {1,2,...,p — 1} jest tyle samo reszt

kwadratowych modulo p co niereszt kwadratowych modulo p. Stad otrzymujemy

wniosek:
p—1 r—
3 < y) = 0.
p

y=0
Ta réowno$é¢ wynika natychmiast z poprzedniej, gdyz jesli y przebiega wszystkie
liczby od 0 do p — 1, to & — y przebiega (w ciele Z,,) ten sam zbidr liczb. Zatem
-1 -1
S () -2 () -0
S\ = \p
Wreszcie udowodnimy wazny lemat.

Lemat. Jedli a # 0, to

-1
pz <y> . (W) _ 1
v=0 p p
Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze

-1 -1 -1 — -1 —
() (5)-5 ()£ () £
y=0 p p y=1 p y=1 p y=1 p
Zauwazmy nastepnie, ze jesli y przebiega liczby od 1 do p—1, to 1+ ay™
przebiega (w ciele Z,) wszystkie liczby rézne od 1. Zatem

p—1 -1 p—1
1 1
T (i) = <y> - <_) Y
V= p y—o \P D
co konczy dowdd lematu.

1

Warunek, ze dowolne dwie pary graja te sama liczbe rozdan na tej samej linii,
jest réwnowazny réwnosci

S S(a1,y) - Saa,y) = 1

y=0
dla dowolnych z7 i x5 takich, ze 1 # x5. Udowodnimy teraz te rownosé. Mozliwe
sa dwa przypadki.

Jesli jedna z liczb x1 lub 2 jest réwna p, to nasza réwnosé przybiera postaé

> S(,y) - S(p,y) = —1
y=0

dla x # p. Ale S(p,y) = +1. Mamy wiec dowie$é, ze
p—1
Z S(iﬁ, y) =-L
y=0
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Ale

Zz:;l)S(a?,y)_ZSa:y )+ S(z,x) = ;§< 1)_1:

-(F)E(E) ()55 -

Jeéli za$ obie liczby x1 1 22 sa rézne od p, to

ZS x1,Y) - S(w2,y) =

Z S(x1,y) - S(w2,y) + (w1, 21) - (22, 71) + S(71, 72) - G2, T2) =

YFT1,T2

= Z lea (IEQ,y)_S(ifg,l'l)_S(iEl,l'g):
Y#£T1,T2

= Z S 371, (1‘2 y)
YFx1,T2

gdyz S(x1,x2) = —S(x2,21). Jedli x # y, to
S(a,y) = <M) .

p
Zatem

ZS e1,y) - Sley) = Y. ((wl —y)a1> | ((xz _y)a1>

I
VRS
o
’@‘|
[V}
N———
10~
VRS
8
5
S
N
N———
VRS
=2
[ V]
S
Nag
N———

|
Il
=}
7N
ESEES
N———
7N
<
+
5
bV
\
8]
-
S~—
N——

= —1.
W ten sposéb dowiedlismy, ze kazde dwie pary graja te sama liczbe rozdan na tej
samej linii. Pozostaje tylko pokaza¢ konstrukcje karty pilotujacej.

Zauwazamy najpierw, ze kazde rozdanie w nastepnej rundzie przechodzi na stolik
o numerze o 1 wiekszym (ze stolika p — 1 na stolik o numerze 0). Mozna latwo
pokazaé, ze pary poruszaja sie wedlug nastepujacego schematu:
(0,+1) — (0,+1),

czyli para grajaca na stoliku o numerze 0 na linii VS pozostaje w tym samym
miejscu;

(0,-1) = ((a+ 1), —1),
czyli para grajaca na stoliku o numerze 0 na linii WE, przenosi si¢ na stolik o
numerze (a + 1)~! na linie WE. Wreszcie dla t # 0 mamy

(11%212,4) ﬁﬁl—ﬂa—DzOhm<£:%%:2>:l

(t,+1) — atl e
—(a—1)1 P (i)
(t—(a=1)"1,+1) jedl ( » > 1
(t+(a+1)71+1)  jedli <m> =1
(t, —1) — b

EECELIN R EENCES) F

a—1 P
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Przyktad

Niech p = 7. Zatem w turnieju uczestniczy n = p + 1 = 8 par. Mamy wéwczas w
ciele Z7 nastepujace reszty i niereszty kwadratowe:

reszty kwadratowe: 1,2,4;
niereszty kwadratowe: 3,5,6.
Przydatna bedzie rowniez tablica elementéw odwrotnych modulo 7:

1=t =1,

271 =4

371 =5

4=t =2

571 =3;

6= =6.

Przystepujemy teraz do konstrukcji karty pilotujacej turnieju Howella dla 8 par.
Najpierw definiujemy
a=P? +5

1 3.

Mamy wowczas
a—-1=2, (a—1)"t=4
oraz
at+l=4 (a+1)'=2
Gra toczy sie na stole o numerze 0 i na stotach, ktérych numery sa resztami
kwadratowymi modulo 7. Zatem sa to stoly o numerach: 0, 1, 2, 4. Stoly o
numerach 3, 51 6 sa zbiornicami. Karty w kolejnych rundach przechodza na stét
o numerze o 1 wiekszym, czyli ze stolu o numerze ¢ na stét o numerze ¢ + 1, przy
czym dodawanie jest brane modulo 7. Zatem karty poruszaja sie wedlug
schematu:
—-0-1—-2—-72Z—4—=727—7 —
Zajmiemy si¢ teraz sposobem poruszania si¢ par. Para numer 8 przez caly czas
turnieju zajmuje miejsce przy stole 0, na linii NS. Reguly poruszania sie
pozostalych par maja postac:
(0,41) — (0,+1),
(07 _1> - (2a _1)7

o5t + 1
(3t+2,-1)  jesli5t+1=01lub (T+) =1
(t, +1) — )
t+1
(t+3,+1) jesli (5—+> =-1
p
4t+1
(t+2,-1) jesli (L) =1
p
(ta 71) - 4 1
t
(5t+3,41)  jedli (T“L) — 1
Zatem
(0,+1) — (0,+1),
(07 _1) - (27 _1)’
(1,41) — (4,41), bo 6 jest nieresztyg kwadratows,
(1,-1) — (1,+1), bo 5 jest reszta kwadratowa,
(2,4+1) — (1,-1), bo 4 jest resztag kwadratowa,
(2,-1) — (4,-1), bo 2 jest reszta kwadratows,
(4,41) — (4,41), bo7|5-5+1,

(4,-1) — (1,41), bo 3 jest resztg kwadratowa.
Ostatecznie karta pilotujaca dla par ma postaé

OWE — 2NS —— 4NS —— 2WE
T 0—-1—-2—>72—-4—->727—17 [

4WE e 1WE o 1NS
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Ponizsza tabela pokazuje przebieg turnieju. Przenumerujemy teraz pary i stoliki,
tak by zgodnie z tradycja brydzowa, spelnione byly nastepujace warunki:

(1) karty poruszaja sie na stolik o numer nizszy,

(2) pary przychodza do stolika 1 na linie WE w kolejnosci numeréw od 1 do 7,
(3) para numer 8 siedzi przez caly czas turnieju przy stoliku 1 na linii NS.

Po tym przenumerowaniu otrzymujemy dokladnie te sama karte pilotujaca, ktora
widziliSmy na poczatku.

Przebieg turnieju

Stot 0 Stot 1 Stot 2 Stot 3 Stot 4 Stot 5 Stot 6
7 3 6 5

0] 0|0 2|6 |2 415 (4 4 113 |1 2 1
7 3 6 5
7 4 0 6

1111 310 |3 51 6 |5 ) 21 4|2 3 2
7 4 0 6
7 5 1 0

21212 411 |4 6| 0 |6 6 315 |3 4 3
7 5 1 0
7 6 2 1

31 3 (3 5| 2 |5 0| 110 0 416 |4 5 4
7 6 2 1
7 0 3 2

41 4 |4 6| 3 |6 1121 1 51 0 |5 6 5
7 0 3 2
7 1 4 3

505 |5 0] 4|0 213 |2 2 6|1 |6 0 6
7 1 4 3
7 2 ) 4

6| 6 (6 1151 3| 4|3 3 020 1 0
7 2 ) 4

Wskazéwki bibliograficzne

Przyklady kart pilotujacych do turniejéw Howella mozna znalezé w [3]. Pojecie
turnieju catkowicie zréwnowazonego jest wziete z [4]. Tam tez znajduje si¢ dowdd
twierdzenia mowiacego, ze jedli istnieje turniej catkowicie zréwnowazony, to
liczba par jest podzielna przez 4. Parker i Mood podaja kilka przyktadow kart
pilotujacych, piszac jednak wyraznie, ze nie znaja zadnej metody ogdlnej
konstruowania takich kart. Przedstawiona w tekscie konstrukcja karty pilotujacej
pochodzi od Berlekampa i Hwanga [1]. Tam tez znajduje siec dowdd twierdzenia
ogoblniejszego, méwiacego, ze jesli liczba n jest podzielna przez 4 i n — 1 jest
potega liczby pierwszej, to istnieje turniej catkowicie zréwnowazony dla n par.
Wiecej informacji o istnieniu tzw. rotacji Howella i blisko z nimi zwiazanymi
kwadratami Rooma mozna znalezé w [2].
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