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Bedziemy rozwazali wielomiany jednej zmiennej f,g,... o wspéiczynnikach
zespolonych. Stopief wielomianu f # 0 oznaczamy deg f. Przyjmujemy, ze

deg 0 = —o0 ze zwyklymi umowami o —oo. Na poczatku lat szeéédziesiatych,

w zwigzku z problemem diofantycznym dotyczacym oszacowania réznicy a® — b2
gdzie a i b sa liczbami catkowitymi, pojawilo sie nastepujace pytanie: jaki
najmniejszy mozliwy stopiel moze mieé¢ wielomian f3 — g (jesli f3 — g2 # 0)?
OdpowiedZ na to pytanie podal Davenport w 1965 roku.

Twierdzenie Davenporta. Jezeli f* — g # 0, to deg(f® — g%) > L deg f + 1.

Zauwazmy, ze jesli deg f3 # degg?, to deg(f° — g%) = max {deg f3, deg g2} >
> deg f3 = 3deg f i twierdzenie jest banalne. Istotny jest przypadek, gdy

deg f3 = deg g°. Wtedy degf = 2k, deg g = 3k dla pewnego k > 0 i nieréwnoéé
przybiera postaé¢ deg(f® — ¢%) > k + 1.

Dowéd podany przez Davenporta pozwala udowodnié twierdzenie ogélniejsze,
co zauwazylo kilku autoréw. Aby je wypowiedzie¢, oznaczmy symbolem ng(f)
liczbg réznych pierwiastkéw wielomianu f # 0. Oczywidcie no(f) < deg f;
réwnos¢ zachodzi, gdy f ma wylacznie pierwiastki pojedyncze.

Twierdzenie o stopniu réznicy wielomianéw. Dia dowolnych réinych
wielomianow dodatnich stopni F, G:
deg(F — G) > max {deg F,deg G} — no(FG) + 1.

Pokazemy najpierw jak z powyzszego twierdzenia otrzymaé oszacowanie
Davenporta. Mozemy przyjaé, ze deg f = 2k oraz deg g = 3k. Stosujemy
twierdzenie o stopniu réznicy do wielomianéw F = f* oraz G = g%

deg(f* — ¢°) > max {deg f°, deg 9°} — no(f°¢?) +1 = 6k — no(fg) + 1

> 6k —deg(fg) +1=6k—-5k+1=4k+1.

Dowdd twierdzenia o stopniu réznicy wielomianéw opiera si¢ na pewnych
wlasnoéciach sum poteg pierwiastkéw wielomianu, ktére podat juz Newton
w swojej “Arithmetica universalis”. Przypomnijmy, ze dla danego wielomianu

F(t)=(t—&)(t— &) ... (t— &) oznaczamy s;(F) =€ + & +... + £
(¢=0,1,2,...). Mamy nastepujace

Wzory Newtona. Jezeli F(t) =t + ayt" ™' + ... + a, orazs; = 5;(F) dla
1 =0,1,...,n, to zachodzq zwigzki

O=s5+a

0=s9+a18 + 2as

0=s3+ a8 +ass; + 3as

0=8n+a18,-1 + a28n—2 + ...+ na,.
Ze wzoréw Newtona wynika, ze sumy poteg pierwiastkéw sa wielomianami
wspodlczynnikéw wielomianu.

Dla naszych celéw potrzebny jest

Lemat. Jezeli F(t) =t" +ait" ' +... 4 a, oraz G(t) = t" + byt* 1 +... + b, sq
wielomianams takimi, ze deg(F(t) — G(t)) <! dla pewnego | > 0, to s;(F) = s;(G)
dlai=0,1,...,n -1

G(t)) <! oznacza, 7e a; = by, ag = ba,...,Gn_; =

Dowdd. Warunek deg(F(t) —
(G),...,8n—1(F) = 8,—i(G) na podstawie wzoréw

= bp—. Stad 81 (F) = s;
Newtona.
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Mozemy teraz podaé

Dowdd twierdzenia o stopniu rdznicy wielomianéw. Wystarczy sprawdzic, ze jesli
wielomiany F, G spelniaja warunek

(1) deg(F — G) < max {deg F, deg G} — no(F@G) + 1,

to F = G.

Warunek (1) implikuje nieréwnos¢ deg(F — G) < max {deg F, deg G}, z ktérej
wnioskujemy, Ze stopnie wielomianéw F i G s réwne. Oznaczmy deg F =

= deg G = n. Nie zmniejszajac ogélnosci mozemy zalozyé, ze n > 0 oraz ie
wielomiany F' i G s3 unormowane, tzn. maja postaé F = t* 4 a;t"~! + ... + an,
G =t"+bt""!' + ...+ b,. Warunek (1) implikuje na mocy Lematu réwnosci
(2) $i(F) = 8;(G) dlai=0,1,...,np(FG) - 1.

Niech bedzie F(t) = [[(t — &) oraz G(t) = [[(¢ — n;). Zatem wielomian
F(t)G(t) ma pierwiastki £1,...,&n, M1, . ., 7. Oznaczmy r = no(FG) i niech
61,...,0, bedzie ciagiem parami réinych (tzn. 6 # 6; dla k # 1) pierwiastkéw
wielomianu F(¢)G(t). Niech py (odpowiednio gx) bedzie krotnoéci liczby ) jako
pierwiastka wielomianu F(t) (odpowiednio G(t)). Zatem py, qp dlak=1,...,r
sg nieujemnymi liczbami catkowitymi. Jest s;(F) = p18} + ... + p, 0} oraz

5i(G) = @18} + ... + ¢,6%, a zatem warunki (2) moina przepisa¢ w formie

(3) pb +... +pbi=qbi+.. 48, i=01,... r—1,

stad

(4) (Pr—q)fi+...+ (Pr—¢:-)0. =0, i=0,1,...,7r — 1.
Potraktujmy relacje (4) jako réwnania liniowe jednorodne o niewiadomych

P1 =41+, Pr — gr- Mamy zatem uklad liniowy jednorodny o r niewiadomych

i r réwnaniach. Wyznacznikiem ukladu jest dobrze znany z kursu algebry
klasycznej wyznacznik Vandermonde’a

det(6i)= ] (8x—a)#0.
1<k<igr
Zatem mamy p; —q1 =0,...,p, — ¢, = 0. Oznaczmy symbolem {&1,...,&} zbidr
wartosci ciggu &1, ..., 6. Mamy zatem {&1,...,¢6n} = {n1,..., 70} = {01,...,6,}
oraz liczby 6k, k =1,...,r wystepuja zaréwno w ciagu &i,...,&, jak w ciagu
M-+ 7 2 tymi samymi krotnoéciami. Oznacza to, ze ciagi te réznig sie
ewentualnie kolejnoscia wyrazéw, a wiec F(t) = G(t).

Powr6émy jeszcze do twierdzenia Davenporta. Czy jest ono optymalne?
Dokladniej, czy dla danej liczby catkowitej k > 0 istnieje wielomian f stopnia 2k
oraz wielomian g stopnia 3k takie, ze deg(f% — ¢%) =k +1? Gdy k = 2
odpowiedni przyklad wynika z toZsamosci

(t* + 4t)% — (% + 61 + 6)% = —8¢> + 36.
Dla k = 3 stosowny przyklad podat Birch juz w 1961 roku: jezeli

f&) =% +4t* + 1062 + 6,

9(t) = ° + 6t7 + 2115 + 35¢% + %—t,
to f(t)* — g(t)? jest stopnia 4. Stosunkowo niedawno (w 1995 roku) Zanier
udowodnil, ze odpowiedZ na zadane pytanie jest pozytywna dla wszystkich
k > 0. Dowdd Zaniera nie jest elementarny (opiera sie na teorii powierzchni
Riemanna). O ile mi wiadomo pytanie pozostaje otwarte, gdy dodatkowo
wymagamy, by f(t) i g(¢) byly wielomianami o wspétczynnikach wymiernych.
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